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Re´sume´
Ce document pre´sente une ame´lioration des approches existantes pour la de´termination
des contraintes qui re´sultent du me´canisme d’interaction dans les assemblages colle´s soumis
a` de la flexion ou du flambage. Pour ce faire, une solution analytique a e´te´ de´veloppe´e
pour calculer les contraintes de cisaillement et de pelage au sein de l’adhe´sif. La me´thode
est base´e sur une description pre´cise des e´quations cine´matiques au sein d’un composant
renforce´. Les effets du second ordre dus a` la flexion de l’assemblage sont pris en compte par
le biais de la courbure. La de´formation transverse au sein de l’adhe´sif due a` la diffe´rence
de courbure des adhe´rents est conside´re´e. Les e´quations qui gouvernent le me´canisme
d’interaction sont e´tablies sous la forme d’un syste`me diffe´rentiel couple´, dont les inconnues
sont la contrainte de cisaillement et la contrainte de pelage dans l’adhe´sif. L’interaction
entre les deux contraintes est prise en compte lors de la re´solution. La solution ge´ne´rale
pour ce syste`me est donne´e.
Le mode`le analytique est ensuite applique´ a` des configurations particulie`res (joint a`
simple recouvrement et poutre renforce´e). La structure renforce´e est soumise a` diffe´rents
cas de chargement : flexion, chargement thermique et flambage. Les mode`les the´oriques
sont compare´s a` des simulations nume´riques. Les re´sultats sont concordants, spe´cialement
dans la zone d’ancrage, ou` les contraintes de cisaillement et de pelage sont maximales. Les
diffe´rents cas e´tudie´s permettent de valider le mode`le analytique pour de´terminer pre´ci-
se´ment les contraintes au sein du joint d’adhe´sif. La pre´sente solution permet d’ame´liorer
e´galement la pre´cision des mode`les existants dans les cas extreˆmes jusqu’a` 30% pour la
contrainte de cisaillement et 80% pour la contrainte de pelage suivant les configurations
e´tudie´es.
Les re´sultats the´oriques ont ensuite e´te´ confronte´s a` des donne´es expe´rimentales obte-
nues en configuration de poutres renforce´es teste´es en flexion et flambage par compression.
Ces comparaisons ont permis de valider la pertinence des hypothe`ses sur lesquelles le mo-
de`le analytique est construit. Dans le cas du flambage, une forte sensibilite´ des re´sultats
expe´rimentaux a` la variation des parame`tres d’essai a e´te´ observe´e. Une nouvelles cam-
pagne visant a` mieux controˆler ces parame`tres constitue un des prolongements possibles
a` cette the`se.
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Abstract
An improved method is presented for the analysis of the shear and peel stresses in
adhesively-bonded joints in structures subjected to bending and buckling. The method is
based on a precise description of the kinematics equations in a beam cross-section. Second
order effects due to the slenderness of the member as well as transverse deformation in
the adhesive joint due to differential curvature between the two adherends are taken into
account. Governing equations for the interfacial stresses are established in the form of
two coupled differential equations in terms of the shear and peel stresses in the adhesive
joint. This interaction is taken into account. A general solution for these two equations
is proposed, which yields two fully coupled closed form equations for the stresses. These
general equations may be adapted to any particular configuration by means of appropriate
boundary conditions.
Calculations are worked out for several exemplaries such as single lap and structures
reinforcement. The reinforced structure is subjected to different kinds of loads : bending
and buckling. The theoretical results are found to be in good agreement with reference
values obtained by means of a FEM analysis, especially in the anchorage zones where the
interfacial stresses reach their critical values. It is concluded that the closed form solution
presented in the document is suitable for a precise estimation of the interfacial stresses in
bonded structural members subjected to buckling. It leads to an improvement of existing
models (up to 30% percent for the shear stress and up to 80% for the peel stress, depending
on the configurations).
Experimentations on a reinforced structure have been conducted. Concerning classical
loadings such as bending, they show that the hypotheses which the closed form solution
is drawn from, lead to an accurate model. In the case of buckling, small variations of the
parameters modify greatly the experimental results. More experimentations have to be
realized in order to study more accurately the behaviour under buckling.
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Introduction ge´ne´rale
Les progre`s en terme de performance des mate´riaux et de tole´rance aux dommages
permettent une avance´e dans le domaine des assemblages. Ainsi, dans les panneaux raidis
(composants de base des structures navales ou ae´ronautiques), les liaisons entre panneaux
et renforts doivent transmettre des efforts importants. Ces panneaux sont ge´ne´ralement
assemble´s par soudage ou par rivetage. Le principal inconve´nient de ces me´thodes re´side
dans le champ singulier de contraintes qui apparaˆıt dans les liaisons. Les re´cents pro-
gre`s dans le domaine des adhe´sifs permet d’envisager une liaison par collage afin d’e´viter
les concentrations de contrainte. Traditionnellement utilise´e pour le renforcement, cette
technologie trouve maintenant des applications pour l’assemblage de composants structu-
raux. La technique d’assemblage par collage pre´sente plusieurs avantages : usinage limite´,
pre´servation des proprie´te´s me´caniques des composants, faible sensibilite´ a` la fatigue...
Figure 1 – Exemple de panneau raidi flambe´.
Bien souvent, la configuration de chargement de ces panneaux ge´ne`re du flambage local
(Cf. figure 1). Il a e´te´ montre´ qu’un composant raidi assemble´ par collage pre´sente une
charge critique de flambage proche de celle de la structure e´quivalente soude´e ou rivete´e
[31]. Ceci suppose cependant que le joint colle´ soit capable de supporter les contraintes qui
re´sultent du me´canisme d’interaction entre le renfort, le joint et le support au cours du
processus de flambage. Ce phe´nome`ne est e´galement observe´ dans le cas d’une sollicitation
de flexion. La plupart des de´faillances des liaisons colle´es sont dues a` la rupture du joint de
colle. En effet, en extre´mite´, un pic de contrainte de cisaillement et de pelage apparaˆıt au
sein de l’adhe´sif. La litte´rature abonde de mode`les analytiques unidirectionnels simples en
1
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flexion permettant de de´finir la contrainte de cisaillement et parfois la contrainte de pelage
au sein de l’adhe´sif [106]. A partir de ces mode`les, un crite`re spe´cifique aux adhe´sifs peut
eˆtre applique´ dans le but d’e´valuer la re´sistance du joint de colle. Diffe´rents travaux ont
e´te´ e´galement re´alise´s par une approche nume´rique. Ces travaux permettent notamment
d’e´tudier la re´partition de contrainte au sein de l’adhe´sif mais e´galement l’influence de la
forme des extre´mite´s libres des substrats sur les pics de contraintes [28, 29]. Bien souvent,
pour obtenir un maillage conforme, le rapport des dimensions entre l’e´paisseur de l’adhe´sif
et la longueur de recouvrement conduit a` un nombre d’e´le´ments tre`s important. Il en
re´sulte un temps de calcul tre`s important.
L’objectif principal de ma the`se est de proposer un mode`le d’interaction e´tendu pour les
structures souples assemble´es par collage. Ce mode`le permettra de de´finir la distribution
des contraintes au sein de l’adhe´sif. Les structures e´tudie´es seront soumises a` de la flexion
et du flambage par compression. L’approche sera analytique puis valide´e nume´riquement
et expe´rimentalement.
Dans ce contexte, ce document se propose d’affiner la pre´cision des mode`les existants.
De plus, la me´thode est suffisamment ge´ne´rale pour permettre l’application a` n’importe
quel type de jonction colle´e soumise a` de la flexion ou du flambage. Pour ce faire, une
approche globale/locale est de´veloppe´e pour l’analyse des me´canismes d’interaction dans
un composant multimate´riaux unidimensionnel en phase de flexion ou de flambage. Dans
un premier temps, la structure est homoge´ne´ise´e afin d’analyser son comportement global
dans le cadre classique de la the´orie des poutres. Puis une me´thode de localisation permet
la de´termination des contraintes en tout point a` partir de la courbure de l’e´le´ment fle´chi,
notamment des contraintes normale transverse et de cisaillement dans le joint de colle. Les
de´formations transverses du joint ainsi que les effets de couplage entre les contraintes de
cisaillement et les contraintes de pelage sont pris en compte. De plus, pour eˆtre applique´ au
cas du flambage, les effets de courbure sont inte´gre´s dans le mode`le. La me´thode propose´e
est tre`s ge´ne´rale et ne de´pend pas des conditions aux limites. Ces dernie`res n’interviennent
qu’a` la fin de la re´solution pour identifier des constantes d’inte´gration des solutions des
e´quations diffe´rentielles rendues homoge`nes. Ce mode`le est applique´ a` diverses configura-
tions types (joint a` simple recouvrement, poutre renforce´e simplement appuye´e sous divers
modes de chargement). L’influence du couplage et des effets de courbure est e´tudie´e sur
des exemples simples afin de quantifier l’apport de ce travail de the`se. Ces de´veloppements
sont pre´sente´s dans les chapitres 4, 5 et 6 qui constituent la 2e`me partie de ce me´moire,
la premie`re partie de´crivant l’e´tat de l’art. La troisie`me partie du document pre´sente la
validation du mode`le. Elle est compose´e des chapitres 7 et 8.
Dans le chapitre 7, la validite´ de la de´marche est examine´e par comparaison a` des
simulations par e´le´ments finis. L’objectif est la de´termination des e´tats bidimensionnels
de contrainte dans le joint dont la connaissance est ne´cessaire pour l’e´valuation du risque
de rupture. Diverses configurations sont e´tudie´es sous divers chargements me´caniques et
thermiques. Des mode`les e´le´ments finis sont re´alise´s sous ANSYS. Chacun des mode`les
nume´riques est base´ sur des hypothe`ses aussi proches que possible des hypothe`ses du
mode`le d’interaction analytique. Cela permet dans un premier temps de discuter de la
validite´ de la solution propose´e. Les re´sultats du mode`le de´veloppe´ dans le cadre de cette
the`se sont e´galement compare´s a` des re´sultats disponibles dans litte´rature afin de mettre
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en e´vidence l’apport relativement aux mode`les existants.
Le huitie`me et dernier chapitre de ce me´moire est de nature expe´rimentale. Il permet
de discuter des hypothe`ses sur lesquelles est base´ le mode`le d’interaction de´veloppe´ dans le
cadre de cette the`se. Une me´thode de mesure des de´formations via une chaˆınette de jauges
est utilise´e. La configuration e´tudie´e correspond au cas d’une poutre renforce´e. Dans un
premier temps, l’e´prouvette est soumise a` de la flexion trois points. Les de´formations
sont mesure´es et compare´es au mode`le d’interaction de´veloppe´ dans ce document. Dans
un second temps, l’e´prouvette est comprime´e. L’excentricite´ due au renfort introduit un
de´faut d’alignement du chargement. Ce de´faut ge´ne`re le flambage de l’e´prouvette. Les
de´formations sont mesure´es et compare´es au mode`le analytique.
L’ensemble de ce travail permet de conclure que l’ame´lioration des approches existantes
affine la de´termination des contraintes de cisaillement et de pelage au sein du joint d’adhe´-
sif. Cette ame´lioration peut atteindre dans les cas extreˆmes 30% pour la contrainte de
cisaillement et 80% pour la contrainte de pelage suivant les configurations e´tudie´es. Quelle
que soit la configuration teste´e, les re´sultats nume´riques et analytiques sont concordants,
spe´cialement en zone d’extre´mite´ ou` apparaˆıt le pic de contrainte. Ce mode`le d’interaction
permet de de´finir pre´cise´ment la distribution de contrainte au sein de l’adhe´sif. Il donne
ainsi la possibilite´ de dimensionner un assemblage colle´ en ajustant les parame`tres tels que
le ratio de renforcement et l’e´paisseur de l’adhe´sif.
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CHAPITRE 1. Ge´ne´ralite´s sur le collage
Cette partie pre´sente les principes ge´ne´raux relatifs au collage et introduit les notionsessentielles permettant de comprendre les proble´matiques lie´es a` l’utilisation d’adhe´-
sifs.
1.1 De´finitions
L’AFNOR donne les de´finitions suivantes [4] :
– Le collage est un assemblage d’objets au moyen d’un adhe´sif. C’est un proce´de´
physico-chimique.
– L’adhe´sif est une substance non me´tallique capable d’unir des mate´riaux par collage
des surfaces (adhe´sion), la jonction ayant une re´sistance interne ade´quate (cohe´sion).
Le collage consiste ainsi en l’adhe´sion de deux parties (adhe´rents ou substrats) par
l’interme´diaire d’un troisie`me corps (adhe´sif), qui est le plus souvent un mate´riau poly-
me`re [94, 62]. Cet adhe´sif est charge´ d’assurer la transmission des efforts. Il est ne´cessaire
d’obtenir un niveau d’adhe´sion satisfaisant entre adhe´rents et adhe´sif afin que l’assemblage
soit performant et durable.
Depuis plus de cinquante ans, les adhe´sifs sont utilise´s en ae´ronautique pour le fuselage
et les ailes [59, 35, 90]. Ils sont aussi utilise´s pour le renforcement de structures navales [48]
et dans le ge´nie civil [75]. C’est a` cette e´poque qu’est apparue la notion de collage structu-
ral. Ce collage est une jonction capable, en tant que partie inte´grante d’une structure, de
pre´senter un niveau de´termine´ de re´sistance lorsqu’elle est soumise a` une combinaison de
contraintes pendant une dure´e spe´cifie´e. La combinaison des contraintes peut, par exemple,
comprendre des forces de pelage et de cisaillement, des charges fluctuantes, une exposition
a` l’environnement et une charge constante. Les adhe´sifs capables de former des jonctions
structurales sont couramment appele´s ”adhe´sifs-structuraux” [1, 21]. Le cadre industriel
dans lequel s’inscrit ce travail de the`se permet de restreindre le champs de l’e´tude aux
adhe´sifs polyme`res. La partie suivante rappelle les proprie´te´s essentielles des polyme`res.
1.2 Les mate´riaux polyme`res
Le mot polyme`re vient du grec «polus» plusieurs, et «meros» parties. Les polyme`res
sont de longs enchaˆınements de mole´cules lie´es entre elles. Ces mole´cules sont appele´es
monome`res. Il y a trois grandes classes de polyme`res : les thermoplastiques, les thermo-
durcissables et les e´lastome`res.
Les thermoplastiques sont constitue´s de chaˆınes de monome`res line´aires ou ra-
mifie´es (Figure 1.1 a et b). Ces chaˆınes ne sont pas lie´es entre elles mais sont en-
cheveˆtre´es. Les thermoplastiques se de´forment et sont fac¸onnables sous l’action de
la chaleur. Ils reprennent leur forme initiale en refroidissant sauf dans le cas de
re´chauffements re´pe´te´s.
Les thermodurcissables sont constitue´s de chaˆınes de monome`res re´ticule´es apre`s
polyme´risation. Il existe des ponts entre les chaˆınes (Figure 1.1 c). Ils prennent
leur forme de´finitive au premier traitement thermique, la re´versibilite´ est impossible.
Cette proprie´te´ les rend insolubles et infusibles. Dans la chaˆıne line´aire, les mole´cules
peuvent se de´placer plus facilement que dans la structure re´ticule´e.
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1.2. Les mate´riaux polyme`res
(a) Structure linéaire non ramifiée (b) Structure linéaire ramifiée (c) Structure réticulée
Figure 1.1 – Structures mole´culaires des polyme`res [82].
G
T ° CT g
Vitreux Viscoélastique
Caoutchouteux
Liquide visqueux
Figure 1.2 – Les diffe´rents e´tats d’un polyme`re caracte´rise´s par leur module de relaxation
en fonction de la tempe´rature. Les polyme`res re´ticule´s ne deviennent pas liquides et
restent caoutchouteux jusqu’a` de´composition (droite en pointille´s) [27]. Le niveau du
plateau caoutchoutique baisse avec l’augmentation du caracte`re amorphe du polyme`re.
Les e´lastome`res sont constitue´s de longues chaˆınes mole´culaires rassemble´es, au
repos, en « pelotes ». Ces chaˆınes sont relie´es entre elles par des points de re´ticulation,
des encheveˆtrements ou encore des liaisons polaires avec des charges mine´rales. Elles
forment un re´seau. Un e´lastome`re est un polyme`re « e´lastique » : il supporte de
tre`s grandes de´formations ( 100%) presque totalement re´versibles. Les e´lastome`res
sont incompressibles (ou tre`s peu compressibles) ce qui e´quivaut a` un coefficient de
Poisson proche de 0,5.
Le tableau 1.1 re´capitule les principales proprie´te´s de ces trois types de polyme`res. A
tempe´rature ambiante, les thermodurcissables et les thermoplastiques ont un comporte-
ment vitreux. Sous l’effet d’une e´le´vation de tempe´rature ils deviennent caoutchouteux.
Il est possible de de´finir une tempe´rature caracte´ristique, appele´e tempe´rature de transi-
tion vitreuse Tg (Figure 1.2). Cette tempe´rature de transition vitreuse est de l’ordre de
grandeur de la tempe´rature de polyme´risation [27].
Les colles structurales sont caracte´rise´es par leurs proprie´te´s me´caniques, par leur tenue
a` la chaleur, aux basses tempe´ratures et aux agents chimiques. Elles sont souvent a` base de
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Classes de polyme`re Souplesse
Re´sistance
me´canique
Re´sistance
thermique
Re´sistance aux
agents
chimiques
Thermodurcissables Mauvaise Bonne Bonne Bonne
Thermoplastiques Moyenne Me´diocre Me´diocre Bonne
Elastome`res Tre`s bonne Mauvaise Variable Me´diocre
Table 1.1 – Proprie´te´s des polyme`res [82].
re´sines thermodurcissables [82]. En ae´ronautique, les adhe´sifs e´poxydes et phe´noliques sont
les plus utilise´s [59]. Dans la marine, les e´poxydes sont le plus souvent utilise´s [55]. Ils sont
parmi les thermodurcissables les plus courants et les plus performants. Le cadre industriel
dans lequel s’inscrit ce travail de the`se permet de restreindre le champs de l’e´tude aux
adhe´sifs e´poxydes. La partie suivante s’inte´resse a` rappeler leurs proprie´te´s essentielles.
1.3 Les adhe´sifs e´poxydes
Ce type d’adhe´sif est utilise´ pour le collage des me´taux car il offre une haute re´sistance
me´canique et une mise en oeuvre plus simple que les adhe´sifs phe´noliques [82]. Ils sont
principalement commercialise´s sous deux formes :
– Adhe´sifs a` un composant (durcisseur et base dans un meˆme composant). Ils poly-
me´risent a` chaud (a` partir de 120 ◦C) [82].
– Adhe´sifs bi-composants (durcisseur et base livre´s se´pare´ment). Ils peuvent polyme´-
riser a` froid (a` partir de 5 ◦C) [82].
Les colles e´poxydes a` un composant ont une meilleure re´sistance me´canique et une meilleure
re´sistance a` la fatigue. La re´sistance me´canique n’est ge´ne´ralement pas affecte´e par des
tempe´ratures infe´rieures a` 80 ◦C. Ils existent des adhe´sifs e´poxydes permettant des tempe´-
ratures en service de 150 ◦C. Les proprie´te´s des adhe´sifs e´poxydiques peuvent eˆtre modifie´es
par l’adjonction d’autres re´sines ou de caoutchouc : nylon, polyamide, polysulfure, phe´no-
lique, polyure´thane, silicone, etc... [82].
La re´sistance au cisaillement est un parame`tre important dans la transmission des efforts
dans un joint colle´. Le tableau 1.2 compare quelques ordres de grandeurs de proprie´te´s
me´caniques d’adhe´sifs structuraux de diffe´rentes natures (phe´nolique, e´poxyde, ...). Le ta-
bleau 1.3 met en e´vidence l’influence des mate´riaux colle´s sur cette re´sistance. Les valeurs
du tableau 1.2 ne peuvent donc pas eˆtre utilise´es directement. La grande diffe´rence entre
les performances me´caniques de l’adhe´sif et de celles du joint colle´ re´side dans le fait que
ce sont les proprie´te´s de l’interphase qui conditionnent le comportement de l’assemblage,
notamment la re´sistance et la durabilite´ des joints colle´s. Le joint colle´ est diffe´rent du
polyme`re qui constitue l’adhe´sif car son comportement repose sur le comportement de
l’interphase qui est du polyme`re endommage´ [27].
1.4 Notions d’interphase
Utopiquement appele´e interface, elle correspond a` la zone de contact entre l’adhe´sif
et chacun des substrats. Cette zone n’est pas un plan au sens ge´ome´trique. Elle a une
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Adhe´sifs
Re´sistance au
cisaillement
( N.mm−2)
Re´sistance au
pelage
( N.mm−1)
Re´sistance a` la
traction
( N.mm−2)
Epoxyde 25 1 40
Epoxy-nylon 42 15 56
Epoxy-nitrile 35 4.5 -
Epoxy-phe´nolique 20 1 17
Phe´nolique-vynilique 25 5.4 28
Phe´nolique-nitrile 28 6.5 20
Table 1.2 – Re´sistances me´caniques des adhe´sifs structuraux [82].
Mate´riaux colle´s
Re´sistance au cisaillement
( N.mm−2)
Acier sur acier 17
Aluminium sur aluminium 34.5
Table 1.3 – Re´sistance a` la rupture par cisaillement : influence des mate´riaux en pre´sence
(colle e´poxydique modifie´e) [82].
e´paisseur typiquement de 1 a` 10 µm, soit 0.1 a` 1% de l’e´paisseur du joint [119]. Elle est
diffe´rente (dans sa nature et sa composition) aussi bien de l’adhe´sif que du substrat.
L’interphase e´poxyde/aluminium a e´te´ caracte´rise´e au niveau microscopique. L’interphase
apparaˆıt avoir une e´paisseur irre´gulie`re entre 2 µm et 6 µm avec un module e´lastique effectif
(E/(1− ν2)) 13% plus e´leve´ que celui de l’adhe´sif massif (au coeur du joint). L’interphase
est aussi 4% plus dure que l’adhe´sif [97]. Ainsi les proprie´te´s des joints colle´s de´pendent de
celles des polyme`res qui forment l’adhe´sif et des interactions qui se cre´ent avec la surface
alors qu’il e´tait liquide [27].
1.5 Me´canisme du collage
L’expe´rience de la Royal Australian Air Force (RAAF) dans le renforcement de struc-
tures ae´ronautiques par patchs colle´s a montre´ que 53% des de´faillances significatives
e´taient associe´es a` des de´faillances lie´es au joint de colle (Figure 1.3). L’utilisation d’adhe´-
sifs structuraux implique donc une bonne compre´hension des me´canismes qui sont a` l’ori-
gine du phe´nome`ne d’adhe´sion et de cohe´sion [1, 35] :
– L’adhe´sion est la force s’exerc¸ant a` la surface des mate´riaux en contact (entre les
mole´cules ou les atomes de l’adhe´sif et des substrats). Cette adhe´sion est due en
partie aux forces de Van de Waals [92].
– L’adhe´rence est la mesure de l’e´nergie ne´cessaire pour rompre les forces d’adhe´sion.
– La cohe´sion est la force exerce´e par les liaisons entre les mole´cules ou atomes a`
l’inte´rieur d’un meˆme mate´riau (adhe´sif ou substrat).
Dans la litte´rature, le me´canisme de collage se re´sume par trois e´tapes principales [82] :
Pre´paration de surface : L’adhe´sif est a` l’e´tat naturel sous forme de liquide, de
paˆte ou de solide. Les surfaces sont pre´pare´es pour optimiser l’adhe´sion [40, 15,
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32%
21%
47%
New adhesive defect
Defective bonded repair
Non bonded related
Figure 1.3 – Re´partition des causes de de´faillance d’un renfort colle´ [35]
54]. Les me´thodes industrielles de pre´paration de surface peuvent eˆtre me´caniques
(sablage, abrasion, ultrasons), chimiques (nettoyage aux solvants, nettoyage alcalin,
de´capages chimiques, primaires) ou physico-chimiques (flammage, traitement corona,
traitement plasma, exposition aux ultraviolets) [81].
Mouillage : L’adhe´sif est applique´ sous forme liquide. Cette e´tape est appele´e
”mouillage”. Elle permet l’adhe´sion par contact entre le substrat et l’adhe´sif (Fi-
gure 1.4). Pour que le mouillage d’une surface soit de bonne qualite´, il faut que
l’adhe´sif ait une bonne mouillance (faible tension superficielle γL) et que la surface
ait une bonne mouillabilite´ (grande e´nergie de surface γS). γSL correspond a` l’e´ner-
gie interfaciale adhe´sif/substrat. Des exemples d’e´nergies de surface sont pre´sente´es
tableau 1.4.
Durcissement : C’est la phase de durcissement ou de re´ticulation pour les ther-
modurcissables. Pendant cette e´tape, les forces de cohe´sion apparaissent pour rendre
l’assemblage solide. Le durcissement est obtenu par voie physique (e´vaporation d’un
solvant, pression, fusion, refroidissement) ou par voie chimique (me´lange de plusieurs
composants, apport de chaleur, action de l’humidite´, absence d’air, activation par
rayonnement UV). Un durcissement par traitement thermique plus long mais moins
e´leve´ en tempe´rature ge´ne`re moins de contraintes re´siduelles dans l’e´poxy qu’un trai-
tement e´leve´ en tempe´rature et court [23]. Lors de la cuisson de certaines colles, il
est ne´cessaire d’exercer une pression pour e´viter que la vapeur de´gage´e par l’adhe´sif
ne repousse les adhe´rents [59].
1.6 Avantages et limites du collage
La litte´rature fait le point sur les avantages d’utiliser un adhe´sif par rapport aux
solutions traditionnelles que sont le soudage, le rivetage, le vissage [64] :
– Le collage est une me´thode d’assemblage universelle qui permet d’assembler des
mate´riaux aux proprie´te´s tre`s diffe´rentes (ex : verre + me´tal).
12
1.6. Avantages et limites du collage
Mouillage parfait:  0cos 1
L
SL
S 
Substrat
Goutte
Equilibre: cos =
S−SL
L
SL
(Equation d'Young 1805)
Figure 1.4 – Pour que le mouillage d’une surface soit de bonne qualite´, il faut que
l’adhe´sif ait une bonne mouillance (faible tension superficielle γL) et que la surface ait une
bonne mouillabilite´ (grande e´nergie de surface γS). γSL correspond a` l’e´nergie interfaciale
adhe´sif/substrat.
Mate´riau Energie de surface ( mJ.m−2)
Fer 2000
Aluminium 840
Composite carbone-e´poxy 58
Polyte´trafluore´thyle`ne PTFE (te´flon, viton) 18
Adhe´sifs 20 a` 35
Table 1.4 – Ce tableau fait apparaˆıtre que pour certains mate´riaux comme le te´flon, le
collage n’est pas possible sans une pre´paration permettant d’augmenter l’e´nergie de surface
[65].
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Figure 1.5 – Avantages du collage par rapport aux solutions traditionnelles [14].
– Le collage permet d’assembler les composants sans les affaiblir. Le traitement ther-
mique reste infe´rieur a` 200 ◦C (supe´rieur a` 500 ◦C pour le soudage des aluminiums
[2]). De plus, il n’est pas ne´cessaire de percer les composants contrairement au rive-
tage ou au vissage.
– L’assemblage par collage permet une continuite´ de la liaison [98]. De ce fait, la
structure est plus rigide et posse`de une meilleure tenue en fatigue [14]. La figure 1.5
pre´sente quelques de´savantages des re´parations standards et quelques avantages des
re´parations par collage d’un patch composite [13]. Le joint colle´ permet un meilleur
transfert d’effort que les solutions me´caniques classiques [83]. Ferrier et al. proposent
des courbes S-N pour deux modes de sollicitation de poutres en be´ton renforce´es a`
l’aide de renforts composites colle´s [41].
– Le collage permet d’amortir les bruits et les vibrations [82].
– La corrosion galvanique est supprime´e.
– Le collage permet de s’assurer de l’e´tanche´ite´ de la structure assemble´e [82].
– L’utilisation du collage permet un gain de poids. Il permet aussi une re´duction des
couˆts (simplification des usinages, tole´rances plus importantes,...).
– Il est possible d’utiliser le collage en association avec d’autres techniques d’assem-
blages (rivetage, clinchage, vissage, soudage par points, frettage, clipsage).
– Les adhe´sifs peuvent aussi pre´senter des proprie´te´s spe´cifiques (isolation, conduction,
qualite´ optique).
– Lorsque l’adhe´sif est utilise´ pour fixer un raidisseur, l’espace non renforce´ est re´duit
par rapport au rivetage [98] (Figure 1.6).
En opposition a` ces avantages, il est possible de trouver des limites a` l’utilisation des
adhe´sifs :
– Il est pre´fe´rable de faire travailler les joints colle´s en cisaillement, en traction ou en
compression [27, 82]. Ainsi, toutes les configurations ne sont pas propices a` l’utilisa-
14
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Zone 
non 
renforcée
Rivetage ou soudage
Collage
Figure 1.6 – La fixation d’un raidisseur par collage permet de diminuer la zone non
renforce´e pour le meˆme nombre de raidisseurs utilise´s [98].
Traction
Cisaillement
Pelage
Clivage
Figure 1.7 – Les joints colle´s doivent eˆtre conc¸us de manie`re a` leur permettre de travailler
en cisaillement ou en traction [82].
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Proprie´te´ Min-Max Moyenne Echantillon
Module d’Young 1.00− 6.55 GPa 4.75 GPa 23
Re´sistance au cisaillement 2.24− 41.4 MPa 16.7 MPa 121
Re´sistance a` la traction 13.8− 69.6 MPa 36.0 MPa 61
Re´sistance a` la compression 16.0− 159 MPa 79.3 MPa 38
Re´sistance au pelage 0.175− 12.3 kNm−1 4.11 kNm−1 12
De´formation a` rupture 1.20− 20% 3.93% 43
Dilation thermique 4.50− 150 10−6 ◦C−1 51.8 10−6 ◦C−1 77
Table 1.5 – Proprie´te´s me´caniques des adhe´sifs e´poxydes [2]. La dernie`re colonne pre´-
cise le nombre d’e´chantillons utilise´s pour de´terminer les valeurs minimales, maximales et
moyennes.
tion d’un adhe´sif (Cf. figure 1.7). Cependant, Da Silva et Adams pre´cisent quelques
solutions pour re´duire la contrainte de pelage [34].
– A l’exception de quelques ce´ramiques, les adhe´sifs ont une tenue thermique limite´e
comprise entre −110 ◦C et +250 ◦C.
– Il est ne´cessaire de pre´parer les surfaces pour augmenter l’adhe´sion.
– La durabilite´ des collages en milieu agressif n’est pas encore maˆıtrise´e.
– Il s’ave`re difficile de re´aliser des controˆles non destructifs pour s’assurer de la qualite´
d’un collage. Il est possible via des me´thodes classiques (ultra-son, thermiques,...) de
de´tecter des manques de colle. Il reste difficile de quantifier une mauvaise adhe´sion
ou cohe´sion. Pour mesurer la cohe´sion, une me´thode avec des hautes fre´quences et
une incidence normale donne les meilleurs re´sultats. Pour la mesure de l’adhe´rence,
une me´thode avec des hautes fre´quences et incidence oblique est pre´fe´rable [5].
– Le de´montage ou le recyclage de composants colle´s peut s’ave´rer difficile.
– Pour remplacer une solution d’assemblage classique par du collage, il est parfois
ne´cessaire de reconcevoir le produit pour permettre a` l’adhe´sif d’eˆtre sollicite´ au
mieux.
– Certains traitements de surface ne´cessitent l’utilisation de produits allergisants.
1.7 Proprie´te´s me´caniques d’adhe´sifs e´poxydes
1.7.1 Aperc¸u ge´ne´ral sur les caracte´ristiques me´caniques
Dans un premier temps, le tableau 1.5 donne un ordre de grandeur des principales
proprie´te´s me´caniques des adhe´sifs e´poxydes. Les proprie´te´s d’un adhe´sif sont aussi de´pen-
dantes de la configuration dans laquelle il est teste´. L’accent est mis sur la Redux R© 312 L
qui sera utilise´e dans la partie expe´rimentale de ce travail. Les proprie´te´s me´caniques sont
de´taille´es dans la partie suivante. A titre d’exemple, l’annexe A traite de deux adhe´sifs
rencontre´s dans le secteur ae´ronautique.
1.7.2 Hexcel ReduxR© 312 L
La Redux R© 312 L est un adhe´sif thermodurcissable a` haute re´sistance utilise´ pour
assembler des me´taux et des mate´riaux composites. Il pre´sente de bonnes proprie´te´s me´-
caniques jusqu’a` 100 ◦C [58]. Comme le montre la figure 1.8, la mise en oeuvre ne´cessite un
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Proprie´te´ Tempe´rature du test Valeur Re´fe´rences
Module d’Young 3 GPa [89]
Coefficient de Poisson 0.3 [89]
Re´sistance au cisaillement 22 ◦C 42 MPa [58]
70 ◦C 38 MPa [58]
80 ◦C 35 MPa [58]
100 ◦C 17 MPa [58]
Re´sistance a` la traction 22 ◦C 7.0 MPa [58]
Re´sistance a` la compression 48 MPa [89]
Table 1.6 – Proprie´te´s me´caniques de la Redux R© 312 L [58, 89].
60
120
T(°C) P(MPa)
0,3
60 min
Figure 1.8 – Cycle de mise en oeuvre de la Redux R© 312 L.
chauffage a` 120 ◦C pendant 60 min pre´ce´de´ par une monte´e en tempe´rature de 2 ◦C min−1
a` 4 ◦C min−1. Pendant ce cycle, l’assemblage est maintenu sous une pression de 0.3 MPa
jusqu’a` ce que la tempe´rature soit redescendue a` 60 ◦C. Les informations concernant cet
adhe´sif sont plutoˆt rares. Le tableau 1.6 re´sume quelques valeurs tire´es de la fiche produit
d’Hexcel [58] ainsi que de la litte´rature [89].
Le comportement spe´cifique a` chaque type d’utilisation ne´cessite bien souvent de re´a-
liser des essais afin de caracte´riser les proprie´te´s de l’adhe´sif par rapport aux adhe´rents et
a` l’utilisation qui en est faite.
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Les joints colle´s sont utilise´s pour transfe´rer des efforts d’un adhe´rent a` un autre
par une sollicitation de cisaillement. Cependant, l’excentricite´ des chargements ge´ne`re des
contraintes normales transverses (aussi appele´es contraintes de pelage). Ces contraintes
peuvent eˆtre a` l’origine de la de´faillance du joint. Ainsi, il est tre`s important de pouvoir
de´terminer correctement ces contraintes dans l’assemblage colle´ afin de pre´venir la rupture
[127].
2.1 Historique des approches analytiques
Les premiers travaux de mode´lisations sur les assemblages colle´s sont ge´ne´ralement
attribue´s a` Volkersen (1938) [120]. Il est le premier a` proposer un mode`le de joint a` simple
recouvrement (Figure 2.1) en faisant les hypothe`ses suivantes :
– Les mate´riaux sont suppose´s e´lastiques line´aires isotropes
– Les adhe´rents ne travaillent qu’en traction.
– Le joint ne travaille qu’en cisaillement.
– Les contraintes et de´formations sont suppose´es constantes dans l’e´paisseur.
Ce mode`le ne prend pas en conside´ration les effets de flexion ou de de´formation de l’adhe´sif.
Simple recouvrement Double recouvrement
Renforcement de structure
Figure 2.1 – Configurations de joints e´tudie´es dans la litte´rature.
En 1944, de Bruyne adapte la the´orie de Volkersen au joint a` double recouvrement
[36] (Figure 2.1). Goland & Reissner [46] e´tudient les effets de flexion dus a` l’excentricite´
du chargement dans un joint a` simple recouvrement. De plus, ils donnent une formulation
pour la contrainte de pelage. En 1973, Hart-Smith ame´liore ces mode`les pour tenir compte
de la plasticite´ [50, 52]. Adams et Peppiatt e´tudient l’effet Poisson dans le joint a` simple
recouvrement [8]. En 1984, Oplinger e´tudie l’influence des grands de´placements sur les
joints a` simple recouvrement [88]. En 1995, Tsai et Morton e´tudient expe´rimentalement
l’influence du bourrelet d’exce´dent d’adhe´sif [117]. Ce dernier permet de diminuer consi-
de´rablement le niveau de contrainte de pelage et de cisaillement. Dans les anne´es 1990,
Wang et Rose calculent les contraintes normales longitudinales et late´rales dans un joint
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X
Table 2.1 – Synthe`se des approches disponibles dans la litte´rature concernant les joints
a` simple recouvrement [33].
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a` simple recouvrement [122]. Tong, Sheppard et Kelly e´tudient l’influence de l’alignement
des adhe´rents sur les joints a` double recouvrement [114]. Un de´faut de syme´trie ge´ne`re
un moment dans l’assemblage. Ainsi, ce de´calage provoque de la flexion qui augmente les
contraintes de pelage dans l’adhe´sif.
La contrainte de pelage augmente avec l’e´paisseur du renfort et diminue avec l’aug-
mentation de l’e´paisseur de l’adhe´sif [87, 108, 112]. Par la suite les outils nume´riques ont
permis d’e´tudier plus pre´cise´ment la zone d’extre´mite´. En 2007, da Silva et Adams e´tu-
dient l’influence de la forme de la zone d’ancrage sur les pics de contraintes de pelage
[34]. Tsai, Oplinger et Morton ame´liorent le mode`le de Goland & Reissner en supposant
que le cisaillement est line´aire dans l’e´paisseur des adhe´rents [118]. En 2006, Smeltzer et
Lundgren e´tudient le cas du joint a` simple recouvrement soumis a` de la flexion pure [105].
Tous ces mode`les donnent le maximum de cisaillement a` l’extre´mite´ libre du joint. En re´a-
lite´, au bord libre, le cisaillement est nul, il est maximal a` une certaine distance du bord
libre [104, 123] (Cf. figure 2.7). Apre`s l’e´tude de Hart-smith [51], Mortensen et Thomsen
s’inte´ressent en 1997 aux joints biseaute´s [84].
Avec l’ame´lioration des techniques de collage, les adhe´sifs ont e´te´ utilise´s pour coller
des structures ae´ronautiques, des structures de ge´nie civil, etc... En ae´ronautique, il a e´te´
montre´ que lors de l’apparition de fissures, le collage d’un patch retardait la propagation de
cette dernie`re [71, 56, 26, 100, 11]. Des mode`les de renforcement (Figure 2.1) sont e´tudie´s
dans la litte´rature [9, 67, 12, 102, 77, 106]. En 2002, Sierra-Ruiz, Destrebecq et Gre´diac
de´veloppent un mode`le analytique d’une structure en be´ton renforce´e par un patch compo-
site soumise a` divers chargements [101]. En 2006, Mathias, Gre´diac et Balandraud e´tudient
le comportement dans le plan sur un renfort rectangulaire dans le cadre des hypothe`ses
de Volkersen [76]. Da Silva et al. ont re´alise´ un tableau re´capitulatif des solutions pour
les joints a` simple recouvrement pre´sentant les hypothe`ses retenues ainsi que le type de
solution cherche´ (Cf. Tableau 2.1). Les deux exemples suivant traitent le cas d’un joint a`
simple recouvrement et le cas d’un renforcement de structure.
2.2 Rappel des approches classiques simplifie´es
2.2.1 Mode`le simplifie´ de joint a` simple recouvrement
L’approche la plus simple consiste a` supposer que l’adhe´sif ne travaille qu’en cisaille-
ment et que les adhe´rents sont rigides (Cf. figure 2.2). Le cisaillement dans le joint est
suppose´ constant dans la zone de recouvrement. Dans ce cas,
2Lr
T
Figure 2.2 – Mode`le bidimensionnel : Joint a` simple recouvrement.
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τ = T2bLr
(2.1)
ou` τ est la contrainte moyenne de cisaillement dans l’adhe´sif. Cette me´thode, simple et
peu re´aliste, constitue la base pour la de´termination de la re´sistance en cisaillement dans
beaucoup de tests comme les standards ASTM et ISO [33]. Depuis les travaux pre´curseurs
de Volkersen [120], suivis de ceux de de Bruyne [36] et de Goland & Reissner [46], premiers
auteurs a` avoir jete´ les bases pour l’analyse du me´canisme d’interaction dans les assem-
blages colle´s, il est bien connu que l’e´tat de contrainte au sein du joint de colle est tre`s
diffe´rent de l’ide´alisation pre´ce´dente. Ceci se trouve illustre´ dans la section suivante au
travers d’une application du mode`le de Volkersen au cas d’un composant renforce´, sollicite´
en traction uniaxiale.
2.2.2 Cas d’un composant renforce´ sous chargement uniaxial
Dans cette partie, la me´thode de Volkersen est rede´veloppe´e et adapte´e au cas d’une
poutre renforce´e. L’e´tude d’un mode`le simple de renforcement est rappele´e. Dans cette
approche simplifie´e, la flexion de l’assemblage due a` l’excentricite´ du chargement, est ne´-
glige´e. Seule la contrainte de cisaillement est calcule´e. La figure 2.3 pre´sente la constitution
et les parame`tres ge´ome´triques du mode`le unidimensionnel d’une structure renforce´e par
l’ajout d’un renfort colle´. Les notations suivantes sont utilise´es :
Substrat
Adhésif
Renfort
 xx
∞ xx
∞
0
x
z
L
Figure 2.3 – Mode´lisation classique d’un renforcement par collage.
– L repre´sente la longueur du renfort.
– tr, ts et ta repre´sentent les e´paisseurs respectives du renfort, du substrat et de la
colle.
– Er et Es repre´sentent les modules d’Young du renfort et du substrat.
– Ga repre´sente le module de cisaillement de la colle.
– σrxx repre´sente la contrainte normale suivant x dans le renfort.
– τaxz repre´sente le cisaillement suivant xz dans la colle.
– σ∞xx repre´sente le chargement exte´rieur applique´ au substrat suivant x.
Le de´veloppement des calculs est re´alise´ dans les hypothe`ses du mode`le de Volkersen [120].
Les de´formations du renfort et du substrat s’e´crivent :
εrxx =
dur
dx
(2.2)
εsxx =
dus
dx
(2.3)
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Adhésif
Renfort
Substrat
t a
ur
us
a
Figure 2.4 – Repre´sentation de la de´formation de cisaillement dans l’adhe´sif.
dx
x
z
− xx
r
−xz
r
t r
0
0
−xz
a
− zz
a
dx
 xx
r 
∂ xx
r
∂ x
dx
xz
r 
∂xz
r
∂ x
dx
t r
dx
Figure 2.5 – Equilibre statique local du renfort.
La de´formation de cisaillement de l’adhe´sif s’e´crit (Figure 2.4) :
γa(x) =
us(x)− ur(x)
ta
(2.4)
La projection de l’e´quilibre statique donne (Figure 2.5) :
Direction longitudinale : tr
dσrxx
dx
− τaxz = 0 (2.5)
Direction transverse :
dτ rxz
dx
− σazz = 0 (2.6)
Les efforts internes dans la section sont conside´re´s constants. Il vient, en supposant
que l’effort normal dans la colle est ne´gligeable :
tsσ
∞
xx = trσrxx + tsσsxx (2.7)
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En utilisant l’hypothe`se de comportement line´aire pour les mate´riaux, les e´quations 2.4 et
2.5 donnent :
tr
dσrxx
dx
= us(x)− ur(x)
ta
Ga (2.8)
Apre`s de´rivation et arrangement, il vient :
d2σrxx
dx2
− ω2 σrxx = λ (2.9)
Avec :
ω2 = Ga
ta
( 1
tr Er
+ 1
ts Es
)
, [ω en m−1] (2.10)
λ = −Ga σ
∞
xx
ta tr Es
, [λ en MPa.m−2] (2.11)

La solution ge´ne´rale de l’e´quation 2.9 est de la forme :
σrxx(x) = A cosh(ωx) +B sinh(ωx)−
λ
ω2
(2.12)
Les conditions aux limites s’e´crivent :
σrxx(0) = 0 (2.13)
σrxx(L) = 0 (2.14)

Il vient pour σrxx :
σrxx(x) =
λ
ω2
(
cosh(ωx) + 1− cosh(ωL)sinh(ωL) sinh(ωx)
)
− λ
ω2
(2.15)
Il est aussi possible a` partir des e´quations 2.5 et 2.15 d’obtenir τaxz :
τaxz(x) =
λtr
ω
(
sinh(ωx) + 1− cosh(ωL)sinh(ωL) cosh(ωx)
)
(2.16)
La longueur de transfert est de´finie comme l’inverse de la grandeur ω [53, 78] :
l0 =
1
ω
(2.17)
Avec les valeurs usuelles rencontre´es dans la litte´rature, la longueur de transfert est de
quelques millime`tres [39]. En zone d’extre´mite´, en supposant l0  L et pour x ∈
[
0, L2
]
,
σrxx et τ
a
xz se re´e´crivent [101] (le calcul est de´taille´ en annexe B) :
τaxz(x) = −λ l0 tp exp
(−x
l0
)
= τamax exp
(−x
l0
)
(2.18)
et,
σpxx(x) = −λ l20
[
1− exp
(−x
l0
)]
= σrmax
[
1− exp
(−x
l0
)]
(2.19)
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Formule simplifiée en zone d'extrémité
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Aire:
N= s
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Figure 2.6 – Comparaison de la formule ge´ne´rale du cisaillement avec la formule en zone
d’extre´mite´.
Renfort Adhe´sif Substrat
Er = 200000 MPa Ga = 650 MPa Es = 72000 MPa
tr = 1 mm ta = 0.2 mm ts = 3 mm
Ge´ome´trie & Chargement
σ∞xx = 200 MPa
L = 50mm
Table 2.2 – Ce tableau donne les parame`tres mate´riaux utilise´s pour l’obtention les
courbes pre´sente´es sur la figure 2.6.
26
2.3. Limites des solutions classiques
0
10
20
30
40
50
60
0 5 10 15 20 25
Formule générale
Formule simplifiée en zone d'extrémité
Solution FEM sans flexion
Solution FEM avec flexion
x mm
xz
a
MPa
0
10
20
30
40
50
60
0 0,5 1
Figure 2.7 – La figure montre que le mode`le analytique ne respecte pas la condition du
cisaillement nul au bord libre [104, 123]. En revanche, le mode`le e´le´ments finis respecte
cette condition. Il est inte´ressant de remarquer que la prise en compte des effets de flexion
ne sont pas ne´gligeables.
La figure 2.6 pre´sente la re´partition de la contrainte de cisaillement obtenue le long du
joint sur la base des valeurs donne´es dans le tableau 2.2 en comparant la formule ge´ne´rale
et la formule simplifie´e. Les parame`tres ont e´te´ choisis de telle sorte que les rigidite´s du
substrat et du renfort soient comparables. Il a e´te´ prouve´ que le renfort e´tait plus efficace
dans cette configuration [87]. La figure 2.7 montre que le mode`le analytique ne respecte pas
la condition du cisaillement nul a` l’extre´mite´ [104, 123]. En revanche, le mode`le e´le´ments
finis respecte cette condition. Ce mode`le (avec ou sans flexion) met en e´vidence les effets
non ne´gligeables induits par la flexion des adhe´rents. La prise en compte des effets de
flexion donne une contrainte de cisaillement 20% infe´rieure au mode`le sans flexion de
Volkersen. Le mode`le de Volkersen e´tant plus rigide, il surestime les contraintes.
2.3 Limites des solutions classiques
Les approches classiques, telles que celles rappele´es ci-dessus pre´sentent quelques li-
mites [33] :
– Ces mode`les ne prennent pas en compte la variation des contraintes dans l’e´paisseur
du joint. Pourtant, il a e´te´ montre´ que les points critiques correspondent a` l’inter-
face [72]. Ojalvo et Eidinoff ont e´tudie´ l’influence de la variation des contraintes
dans l’e´paisseur de l’adhe´sif dans le cas d’un joint a` simple recouvrement [86]. Ils
concluent que ne´gliger la variation des contraintes au sein de l’adhe´sif ne modifie pas
le comportement en zone courante. Le pic de contrainte de cisaillement augmente et
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le pic de contrainte de pelage diminue lorsque cet effet est pris en compte.
– Les adhe´rents sont conside´re´s comme des poutres fines. Ainsi, les de´formations de
cisaillement et les de´formations transverses dans les adhe´rents sont ne´glige´es. Le
cisaillement dans les adhe´rents est particulie`rement important pour les mate´riaux
composites. Tsai, Oplinger et Morton prennent en compte l’influence des de´forma-
tions de cisaillement et les de´formations transverses dans les adhe´rents. Ils montrent
que leur mode`le co¨ıncide davantage avec les re´sultats expe´rimentaux, spe´cialement
dans le cas d’adhe´rents en composite [118].
– Le pic de contrainte n’est pas re´ellement a` l’extre´mite´ de la zone de recouvrement.
Cette approximation est en contradiction avec la condition de bord libre, ce qui
ame`ne a` surestimer les pics de contraintes (Cf Figure 2.8). Allman [10] et Chen et
Cheng [25] montrent que le pic de contrainte se situe a` proximite´ de l’extre´mite´ de la
zone de recouvrement. Dans la configuration d’un joint a` simple recouvrement, Chen
et Cheng concluent qu’avec un adhe´sif relativement flexible, le pic de contrainte de
cisaillement se situe a` une distance de l’extre´mite´ libre e´gale a` 20% de l’e´paisseur de
l’adhe´rent.
– Les mode`les sont souvent re´alise´s dans une configuration spe´cifique. Un mode`le de´ve-
loppe´ dans le cas du joint a` simple recouvrement par exemple, n’est pas directement
applicable au cas d’une poutre renforce´e.
– Les approches classiques ne´gligent en ge´ne´ral l’influence des effets de courbure dans
le calcul des contraintes au sein de l’adhe´sif.
– Les approches classiques ne´gligent le couplage qui existe entre la contrainte de ci-
saillement et de pelage. En extre´mite´, ce couplage vient amplifier le pic de contrainte.
2.4 Rupture adhe´sive & rupture cohe´sive
L’analyse des contraintes est une partie importante du processus de conception. Il
est aussi important de pouvoir de´finir le chargement critique pour lequel le joint rompt.
Helsehurst et Hart-Smith ont re´pertorie´ les diffe´rents modes de rupture au niveau du joint
colle´ (Figure 2.9) [57]. Dans un joint a` simple recouvrement, il a e´te´ montre´ que les zones
critiques e´taient situe´es aux points A et B (Figure 2.10) [72]. Dans la litte´rature, plusieurs
types de crite`re sont propose´s afin de de´finir les limites d’utilisation des assemblages colle´s.
2.4.1 Crite`res de ruptures
La re´sistance des mate´riaux est base´e sur l’e´tude de crite`res de rupture. Il est possible de
de´finir une frontie`re du domaine d’utilisation qui fait intervenir toutes les composantes du
tenseur des contraintes σ et la variable d’e´crouissage. Cette variable se re´duit a` un scalaire
dans le cas de l’e´crouissage isotrope. Le seuil de plasticite´ σs est choisi pour repre´senter
cette variable. Dans le cas d’un mate´riau n’ayant pas subit d’e´crouissage, cette variable
est e´gale a` la limite e´lastique σy [70]. La frontie`re du domaine est de´finie par :
f(σ, σy) = 0 (2.20)
L’isotropie impose que la frontie`re du domaine soit invariante par changement de re´-
pe`re. La fonction f ne de´pend ainsi que des 3 invariants du tenseur σ [70]. La frontie`re se
re´e´crit :
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Contrainte de cisaillement dans l'adhésif
T
Contrainte de 
cisaillement 
nulle au bord  
libreRéalité
Modélisation
Figure 2.8 – Dans le cas des mode`les analytiques classiques, la condition de bord libre
imposant que le contrainte de cisaillement soit nulle n’est pas respecte´e.
Rupture de cohésion
Cisaillement
Rupture de cohésion
Pelage
Rupture d'adhésion
Cisaillement
Rupture d'adhésion
Pelage
Figure 2.9 – Les diffe´rents modes de rupture d’un joint colle´ identifie´s par Helsehurst
et Hart-smith [57].
29
CHAPITRE 2. Comportement me´canique : Interaction & Ancrage
Adhésif
Adhérent 2
Adhérent 1
B A
Figure 2.10 – Localisation des 2 points les plus critiques d’un joint a` simple recouvrement
[72].
f(σI , σII , σIII , σy) = 0 (2.21)
Avec, 
σI = Tr(σ)
σII =
1
2Tr(σ
2)
σIII =
1
3Tr(σ
3)
(2.22)
Dans le cas d’un mate´riau pre´sentant une incompressibilite´ plastique et l’inde´pendance
du comportement vis-a`-vis de la contrainte hydrostatique (comme les me´taux ductiles), il
suffit de faire intervenir le tenseur de´viateur des contraintes [70] :
σD = σ − 13σII (2.23)
Dans le cas isotrope, il est suffisant d’utiliser les invariants sII =
1
2Tr(σD
2) et sIII =
1
3Tr(σD
3). L’expression ge´ne´rale de la frontie`re du domaine s’e´crit donc :
f(sII , sIII , σy) = 0 (2.24)
2.4.1.1 Crite`res base´s sur le 2nd invariant
Dans le cas du crite`re de Von Mises, l’hypothe`se est faite que le seuil de plasticite´ est
lie´ a` l’e´nergie e´lastique de cisaillement. Ceci revient a` ne´gliger l’influence de σI et σIII
[70], ce qui conduit a` l’expression de f :
f = σeq − σy = 0 (2.25)
Avec,
σeq =
√
3sII
= 1√
2
√
(σ11 − σ22)2 + (σ22 − σ33)2 − (σ33 − σ11)2 + 6
(
σ212 + σ223 + σ213
) (2.26)
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Figure 2.11 – Crite`res de plasticite´ repre´sente´s dans l’espace des contraintes principales.
σeq est la contrainte e´quivalente de Von Mises.
Dans le cas de Tresca, le crite`re n’est plus lie´ a` l’e´nergie de cisaillement mais a` la
contrainte de cisaillement maximale [70]. Elle s’e´crit :
1
2Supi 6=j
(|σi − σj |) (2.27)
En raisonnant de la meˆme manie`re que pre´ce´demment, il vient :
f = Sup (|σi − σj |)− σy = 0 (2.28)
Cette fonction se re´e´crit aussi en fonction des invariants du de´viateur de contrainte.
f = 4s3II − 27s2III − 9σ2ys2II + σ4ysII − σ6y = 0 (2.29)
Il y a peu de diffe´rence entre le crite`re de Von Mises et le crite`re de Tresca. Le crite`re de
Tresca repre´sente mieux les mate´riaux tre`s ductiles. Pourtant, ce crite`re e´tant plus de´licat
a` mettre en place (en raison des discontinuite´s de normale a` la surface), le crite`re de Von
Mises reste le plus usite´ [70]. En ge´ne´ral, ces crite`res sont utilise´s pour des mate´riaux
me´talliques. Ils ne font intervenir que la part de cisaillement de la sollicitation. La partie
hydrostatique du chargement est ne´glige´e. Ces crite`res ne sont donc pas adapte´s aux
adhe´sifs.
2.4.1.2 Crite`re de Dru¨cker-Prager
Dans le cas de mate´riaux poreux (sols, roches, be´ton, mousses...) il n’est pas raisonnable
d’utiliser le crite`re de Von Mises car d’autres me´canismes de ruine existent par croissance
ou effondrement de cavite´s [17]. Il est ne´cessaire de faire apparaˆıtre le premier invariant
du tenseur des contraintes dans le crite`re, qui s’e´crit alors [3] :
f = √sII + 3βσI − σy = 0 (2.30)
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Avec, 
β = 2 sin Φ√
3(3− sin Φ)
β : Constante du mate´riau
Φ : Angle de friction interne
c : Coefficient de cohe´sion
σy =
6c cos Φ√
3(3− sin Φ)
(2.31)
Ce crite`re transforme le cylindre de Von Mises en un coˆne (Figure 2.11). Son principal
inconve´nient est de ne pas de´crire l’effondrement de la matie`re sous de fortes pressions
hydrostatiques puisque le crite`re reste ouvert dans ce domaine. Il s’utilise pour les mate´-
riaux e´lastiques/parfaitement plastiques. Par analogie, il est possible de fermer le crite`re
de Tresca. Ce crite`re correspond au crite`re de Mohr-Coulomb. Une formulation du crite`re
Dru¨cker-Prager existe pour des mode`les e´lasto/plastiques plus complexes [3].
2.4.1.3 Crite`re de Gali, Dolev et Ishai
Le crite`re de Gali, Dolev et Ishai est une variante du crite`re pre´ce´dent. Il tient compte
de l’influence du 1er invariant. Dans la litte´rature, il est montre´ que pour les mate´riaux
affecte´s par σI , le crite`re de rupture peut s’e´crire [63, 73, 91] :
f = Cs
√
sII + CvσI − σy = 0 (2.32)
Avec,
Cs =
√
3(1 + λ)
2λ
Cv =
(λ− 1)
2λ
λ =
σcy
σty
: Rapport entre la limite e´lastique en compression/traction
(2.33)
Lorsque λ = 1, le crite`re de Gali, Dolev et Ishai se re´duit au crite`re de Von Mises [91].
Pour les e´poxydes, σcy > σ
t
y, une valeur commune´ment admise du rapport λ est 1.3 [68, 49].
2.4.2 Applications traite´es dans la litte´rature
Odi et Friend ont regroupe´ les crite`res de de´faillance d’un joint colle´ en diffe´rentes
cate´gories [85] :
– Crite`res de contrainte ou de de´formation maximale,
– Crite`res de contrainte ou de de´formation a` un certaine distance ou dans une zone,
2.4.2.1 Crite`res de contrainte ou de de´formation maximale
Cette cate´gorie est la plus dense pour les adhe´sifs structuraux. L’approche par la
re´sistance des mate´riaux et par formule analytique pre´voit que la re´sistance du joint colle´
augmente avec l’e´paisseur du joint. Ce re´sultat se confirme par un mode`le e´le´ments finis
32
2.4. Rupture adhe´sive & rupture cohe´sive
line´aire en utilisant la contrainte moyenne au milieu du joint [127]. En revanche, ce re´sultat
est contradictoire avec les expe´riences mene´es par Tomblin, Harter et Seneviratne [112]. Ils
trouvent que la re´sistance diminue avec l’augmentation de l’e´paisseur du joint colle´. Gleich,
Tooren et Beukers prouvent que l’erreur provient d’une mauvaise interpre´tation du mode`le
e´le´ments finis [45]. En re´alite´, le pic de cisaillement et de pelage a` l’interface augmente avec
l’augmentation de l’e´paisseur du joint. Harris et Adams ont utilise´ un mode`le e´le´ments finis
non-line´aire pour e´tudier la rupture de plusieurs joints a` simple recouvrement (adhe´rents
aluminium). Ils concluent que diffe´rents crite`res sont ne´cessaires selon le type d’adhe´sif
utilise´ (crite`re de contrainte maximale et crite`re de de´formation maximale) [49].
Crite`re de de´formation maximale La de´faillance du joint colle´ est ge´ne´ralement
due a` des de´formations de traction plutoˆt qu’a` des de´formations de cisaillement ou de
compression. Pour certains adhe´sifs tre`s ductiles, la de´formation a` rupture peut de´passer
100%. Pour cette raison, Yarrington, Zhang et Collier utilisent le crite`re de de´formation
maximale pour pre´venir la rupture de cohe´sion des adhe´sifs ductiles [60] [116]. Il est de´fini
par :
εeqv
Smax
= 1 (2.34)
Avec,
εeqv =
√
2
2
√
(εx − εy)2 + (εy − εz)2 + (εz − εx)2 + 6(γ2xy + γ2yz + γ2xz)
εeqv : De´formation e´quivalente de Von Mises [66]
Smax : Limite de de´formation e´lastique
(2.35)
Crite`re de contrainte principale maximale Adams et Harris ont trouve´ que l’appa-
rition de la rupture dans les bourrelets de colle en extre´mite´ e´tait due a` la contrainte de
traction [6]. Pour pre´venir ce type de rupture, le crite`re de contrainte principale maximale
est utilise´ [126]. Il est de´fini par :
σmaxp
Fmax
= 1 (2.36)
Avec, {
σmaxp : Contrainte principale maximale
Fmax : Contrainte de rupture
(2.37)
Ce crite`re de rupture donne de bons re´sultats lorsque des valeurs moyennes de contraintes
sont utilise´es [126]. Ce crite`re a e´te´ utilise´ avec succe`s sur des joints a` simple recouvrement
[85].
Rupture du plan de joint Ce phe´nome`ne est complexe. Il fait intervenir a` la fois de
la de´cohe´sion et du de´collage. Diffe´rents crite`res sont propose´s dans la litte´rature [126].
Yarrington, Zhang et Collier ont retenu celui de´fini par Tong et Steven [115]. Il est de´fini
par :
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
(
σzz
Fpeel
)2
+
(
τxz
Fshear
)2
+
(
τyz
Fshear
)2
= 1 Si σzz > 0(
τxz
Fshear
)2
+
(
τyz
Fshear
)2
= 1 Si σzz < 0
(2.38)
Avec, {
Fpeel : Contrainte limite de pelage
Fshear : Contrainte limite de cisaillement
(2.39)
Dans le cas d’un cisaillement pre´dominant, le crite`re de rupture se re´e´crit [126] :√
τ2xz + τ2yz
Fshear
= 1 (2.40)
De meˆme, dans le cas d’un effort de pelage pre´ponde´rant, le crite`re de rupture se met sous
la forme [126] :
σzz
Fpeel
= 1 , Si σzz > 0 (2.41)
Crite`re de Gali, Dolev et Ishai Ce crite`re est explicite´ dans la partie pre´ce´dente. Il
a e´te´ utilise´ par Pandey, Shankaragouda et Singh dans une e´tude non line´aire prenant en
compte le comportement viscoplastique de l’adhe´sif.
2.4.2.2 Crite`res de contrainte ou de´formation a` un certaine distance ou dans
une zone
Pour limiter ou contourner la de´pendance du maillage pour les crite`res de rupture
pre´ce´dents, certains chercheurs les ont applique´s a` une certaine distance ou sur une zone
donne´e [85]. C’est le cas du crite`re de contrainte principale maximale qui donne de bons
re´sultats a` une certaine distance du bord. Clarke et McGregor ont de´veloppe´ un crite`re
de rupture base´ sur ce dernier qui applique´ a` trois types de joint (simple recouvrement,
double recouvrement, joint en T) donne de bons re´sultats. La distance caracte´ristique est
inde´pendante de la ge´ome´trie du joint mais ne´cessite un e´talonnage expe´rimental.
Ce type de crite`re pose le proble`me de la de´termination de la distance caracte´ristique
qui n’est pas e´vidente. L’utilisation de me´thodes expe´rimentales pour la calibrer semble
donner de bons re´sultats [85].
2.4.2.3 Choix d’un crite`re de rupture du joint colle´
Il existe un grand choix de crite`res de rupture. Il est difficile de de´finir un crite`re
universel pour tous les types de joints. Le choix du crite`re de rupture est de´pendant de la
ge´ome´trie du joint. En ge´ne´ral, un joint colle´ est conc¸u pour ne pas eˆtre le point faible de
l’assemblage. Dans ce cas, le crite`re de rupture ne sert qu’a` ve´rifier que le joint colle´ rompt
pour un niveau de contrainte applique´ a` la structure bien supe´rieur a` celui que peuvent
supporter les adhe´rents [85]. L’utilisation d’un adhe´sif dans une configuration nouvelle ne
semble pas pouvoir s’affranchir d’une calibration expe´rimentale.
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Figure 3.1 – Les trois e´tats d’e´quilibre [80].
3.1 Principes ge´ne´raux
Le travail de cette the`se concerne en partie le calcul des contraintes au sein d’un as-semblage colle´ comprime´. Il a semble´ ne´cessaire de faire un rappel sur les principes
ge´ne´raux du flambage et notamment sur la the´orie de Timoshenko qui sert de base au de´-
veloppement du mode`le. Les fondements de cette partie sont extraits du travail de Mathon
et Maya [79, 80]. Elle a pour objectif d’introduire les concepts d’e´quilibre, de stabilite´ et
de bifurcation.
3.1.1 Etats d’e´quilibre stable et instable
Cette section a pour objectif de rappeler les concepts d’e´quilibre, de stabilite´ et de
bifurcation. La stabilite´ se caracte´rise par la capacite´ pour un syste`me physique a` revenir a`
sa position initiale lorsqu’il est perturbe´ le´ge`rement. Dirichlet donne la de´finition suivante :
”L’e´quilibre d’un syste`me me´canique est stable si, lorsque l’on e´carte les points du syste`me
de leur position d’e´quilibre d’une quantite´ infinite´simale et en leur donnant a` chacun
d’eux une faible vitesse initiale, les de´placements des diffe´rents points du syste`me restent,
pendant le de´placement, contenus dans des limites impose´es faibles.”
La figure 3.1 rapporte l’exemple des billes. Dans le cas (a), si la bille est le´ge`rement
e´loigne´e de sa position initiale, elle restera a` proximite´ de son e´tat d’e´quilibre : l’e´quilibre
est stable. D’autre part, dans le cas (b) et (c), une le´ge`re perturbation va conduire a` de
grands de´placements et de grandes vitesses, l’e´quilibre est dit instable. Lorsque la bille
repose sur un plan horizontal (cas (d)), l’e´quilibre est neutre ou indiffe´rent.
3.1.2 Energie potentielle minimale
L’illustration de l’e´tat d’e´quilibre par des billes conduit au concept d’e´nergie poten-
tielle minimale pour un syste`me : ”Un syste`me e´lastique est en e´tat d’e´quilibre stable si
et seulement si, la valeur de l’e´nergie potentielle correspond a` un minimum relatif.” La
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figure 3.2 montre la diffe´rence entre un minimum relatif (A) correspondant a` un e´quilibre
me´tastable et un minimum global (B) correspondant a` un e´quilibre stable.
Figure 3.2 – Aspect relatif de l’e´quilibre [80].
L’e´tat d’e´quilibre se traduit par l’e´quation suivante :
∂Φ = 0 (3.1)
Ou` Φ est l’e´nergie potentielle totale. Le second ordre permet de de´finir l’e´tat d’e´quilibre :
∂2Φ > 0 Equilibre stable
∂2Φ < 0 Equilibre instable
∂2Φ = 0 Equilibre indiffe´rent
(3.2)
3.1.3 Bifurcation d’e´quilibre
Le concept de bifurcation d’e´quilibre peut eˆtre illustre´ par le cas de la barre rigide
articule´e. Le syste`me me´canique est repre´sente´ figure 3.3. En O, la barre est articule´e et
sur la rotule est fixe´ un ressort de torsion de raideur k qui maintient au repos la barre en
position verticale. Au point A, une force N est applique´e.
Figure 3.3 – Barre articule´e soumise a` un effort de compression [79].
L’e´nergie potentielle de ce syste`me s’e´crit :
Φ(u,N) = 12 k u
2 +N L cos(u) (3.3)
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L’e´quilibre se traduit par :
∂Φ(u,N)
∂u
= k u−N L sin(u) = 0 (3.4)
Dans le cas de petits de´placements, l’e´quation pre´ce´dente devient :
∂Φ(u,N)
∂u
= k u−N L
[
u− u
3
6
]
= u
[
k −N L+ N L6 u
2
]
= 0 (3.5)
Les solutions sont : 
u1 = 0
u2 = ±
√
6
(
1− k
N L
) (3.6)
u N 
N
Branche correspondant à la solution S
2
Branche correspondant à la solution S
1
B0N 0,u0
Figure 3.4 – Branches d’e´quilibre de la barre rigide articule´e.
La figure 3.4 repre´sente les solutions admissibles par le syste`me. Le point B0 est appele´
point de bifurcation. Lorsque le chargement de´passe N0, le syste`me admet plusieurs e´tats
d’e´quilibre. Il est le´gitime de s’interroger sur le comportement de la barre lorsque le char-
gement atteint N0. Bien que la solution S1 reste mathe´matiquement correcte au dela` de
N0, l’expe´rience montre que la barre change d’e´quilibre et bascule sur S2. Le syste`me perd
sa re´ponse syme´trique. Ce comportement peut eˆtre de´montre´ analytiquement en calculant
∂2Φ(u,N)/∂u2 :
∂2Φ(u,N)
∂u2
= k −N L+N Lu
2
2 (3.7)
Lorsque u appartient a` S1, la condition de stabilite´ s’e´crit :
N <
k
L
(3.8)
Lorsque u appartient a` S2, la condition de stabilite´ s’e´crit :
N >
k
L
(3.9)
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La condition de stabilite´ de S1 est ve´rifie´e pour N < N0. La condition de stabilite´ de
S2 est ve´rifie´e pour N > N0. Il vient ainsi le comportement repre´sente´ sur la figure 3.5.
Lorsque la barre est sollicite´e par un chargement N monotone croissant, le comportement
va tout d’abord suivre la branche fondamentale S1 jusqu’au point de bifurcation B0. Au
dela`, le comportement bifurque sur S2. La barre va choisir la configuration du syste`me qui
minimise l’e´nergie potentielle.
u N 
N
Branche bifurquée S
2
Branche d'équilibre instable au-delà de B
0
B0N 0,u0
Branche fondamentale
S1: uN =0
Figure 3.5 – Solutions stables de l’e´quilibre.
3.1.4 Influence de de´fauts
Dans la re´alite´, il est rare d’observer un changement brusque de comportement. En
ge´ne´ral, le syste`me posse`de des de´fauts qui brisent de`s le de´but du chargement la syme´trie.
Ces imperfections ont diverses origines. Singer, Arbocz et Welter les classent en trois
groupes, suivant leurs effets [103] :
– Chargement excentre´ : de´faut d’alignement, variation de la forme de la section,
variation du module d’Young, he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau.
– Courbure initiale : De´faut de rectitude, variation du module d’Young.
– Re´duction de la re´sistance du mate´riau : Forces re´siduelles, he´te´roge´ne´ite´ du mate´-
riau, de´fauts locaux (comme de´lamination d’un composite).
Ainsi, le comportement re´el de la barre rigide se rapproche davantage de la courbe repre´-
sente´e sur la figure 3.6. La bifurcation n’est plus soudaine mais progressive.
Cette partie a permis d’aborder les concepts primordiaux du flambage permettant
d’aborder l’e´quilibre stable et instable dans les structures. La partie suivante s’inte´resse
au cas particulier du flambage des poutres. Divers de´fauts initiaux sont pris en compte
afin d’amorcer le flambage.
3.2 Flambage des poutres
Cette partie rappelle les e´le´ments essentiels de la the´orie du flambage des poutres.
Dans un premier temps, le cas du flambage d’Euler est pre´sente´. Le mode`le de la poutre
est suppose´ parfait. Il permet de de´terminer la charge critique de la poutre. En revanche,
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u N 
N
Branche bifurquée S
2
Branche d'équilibre instable au-delà de B
0
B0N 0,u0
Branche fondamentale
S1: uN =0
Branche réelle
Figure 3.6 – Effets de de´fauts sur le comportement de bifurcation.
seule l’allure de la de´forme´e peut eˆtre calcule´e. Ainsi, Timoshenko introduit dans l’e´quation
d’Euler des de´fauts d’origine ge´ome´trique afin de pouvoir de´finir le comportement global
de la poutre flambe´e.
3.2.1 La the´orie d’Euler
La the´orie d’Euler correspond a` l’e´tude d’un mode`le parfait. La figure 3.7 pre´sente ce
mode`le.
Figure 3.7 – Pre´sentation de la poutre d’Euler.
La poutre est suppose´e e´lance´e. Elle est compose´e d’un mate´riau homoge`ne, isotrope
et n’est pas contrainte. La ge´ome´trie est suppose´e parfaite et l’effort N centre´. Le module
d’Young est note´ E et le moment d’inertie par rapport a` l’axe perpendiculaire au plan de
flambement Iz. Del Pedro, Gmu¨r, Botsis et Laroze pre´sentent l’e´tude the´orique [37, 69].
L’e´quation diffe´rentielle traduisant l’e´quilibre s’e´crit :
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M = y N
y′′ = − M
E I
k2 = N
E I

=⇒ y′′ + k2 y = 0 (3.10)
La solution est de la forme :
y(x) = C1 sin kx+ C2 cos kx (3.11)
Les conditions aux limites donnent :{
y(x = 0) = 0 = C2
y(x = l) = 0 = C1 sin kl
(3.12)
La deuxie`me condition aux limites est ve´rifie´e pour :
– Soit C1 = 0 : dans ce cas, la poutre reste rectiligne et stable.
– Soit sin kl = 0 : permettant de de´duire la charge critique d’Euler NCR.
La charge critique d’Euler du mode n s’e´crit :
NnCR =
pi2EI
l2
n2 (3.13)
La figure 3.8 montre les de´forme´es des trois premiers modes de flambage de la poutre
bi-articule´e.
Figure 3.8 – Les de´forme´es des trois premiers modes de flambage d’une poutre
bi-articule´e.
3.2.2 Ge´ne´ralisation de la the´orie d’Euler
Il est possible d’obtenir la charge critique d’une poutre posse´dant d’autres conditions
aux limites a` partir de la formule 3.13 :
NnCR =
pi2EI
(Kl)2n
2 = pi
2EI
L2
n2 (3.14)
Avec L = Kl. L est appele´e longueur re´duite de la poutre. Ainsi, les re´sultats obtenus
pour la cas fondamental, peuvent eˆtre utilise´s pour les autres configurations en utilisant
la longueur re´duite de la poutre a` la place de la longueur re´elle. La figure 3.9 rapporte les
diffe´rentes valeurs de K pour quelques configurations.
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Figure 3.9 – Quelques configurations avec la valeur de K correspondante pour
le calcul de la charge critique.
3.2.3 The´orie de Timoshenko
La the´orie d’Euler ne permet pas de calculer la fle`che ge´ne´re´e par la charge N. Dans
[111], diffe´rents cas de chargements perturbateurs sont introduits. La premie`re partie re-
prend le de´veloppement conduit dans le cas d’une force perturbatrice P transversale cen-
tre´e. Dans une seconde partie, les re´sultats correspondant a` d’autres cas de chargements
sont rapporte´s.
3.2.3.1 Poutre comprime´e avec une force transversale centre´e
Figure 3.10 – Poutre bi-articule´e comprime´e avec un effort transversal centre´.
La figure 3.10 pre´sente le mode`le. Le raisonnement est de´taille´ sur la moitie´ gauche de
la poutre. Par syme´trie, il est possible de de´duire le comportement de la partie droite de
la poutre, a` partir du comportement de la partie gauche. Compte tenu du moment induit
par la force auxiliaire P , l’e´quation diffe´rentielle de´crivant l’e´quilibre 3.10 devient :
d2y
dx2
+ k2y = − P2EI x (3.15)
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Avec k2 = N
EI
. La solution ge´ne´rale s’e´crit :
y(x) = A cos kx+B sin kx− P2N x (3.16)
Les conditions aux limites donnent : y(x = 0) = 0 = Ay′(x = L/2) = 0 = Bk cos kL2 − P2N (3.17)
Il vient :
y(x) = P2Nk
 sin kx
cos kL2
− kx
 (3.18)
Il est ainsi possible de calculer la fle`che maximale :
δ = y(x = L/2) = P2Nk
(
tan kL2 −
kL
2
)
(3.19)
Pour faciliter cette e´quation, la notation suivante est utilise´e :
u = kL2 =
L
2
√
N
EI
(3.20)
Alors l’e´quation 3.19 devient :
δ = PL
3
48EI
3(tan u− u)
u3
= PL
3
48EI χ(u) (3.21)
Lorsque u est tre`s petit, χ(u) tend vers 1. Le facteur PL
3
48EI correspond a` la fle`che due a` la
force perturbatrice P seule. L’e´quation 3.21 diverge pour u → pi2 . En utilisant l’e´quation
3.20, il vient :
N = pi
2EI
l2
(3.22)
Cette valeur correspond a` la charge critique d’Euler. Elle sera note´e NCR. Lorsque la
charge de compression approche de NCR, meˆme une tre`s petite charge late´rale produit de
grands de´placements. En utilisant l’e´quation 3.20, u se re´e´crit :
u = pi2
√
N
NCR
(3.23)
Ainsi, u ne de´pend que du rapport de N/NCR. Il vient ensuite la valeur de la courbure et
du moment dans la poutre :
ρ(x) = −Pk2N
sin kx
cos kL2
(3.24)
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M(x) = PkEI2N
sin kx
cos kL2
(3.25)
Les valeurs maximales correspondantes sont :
ρmax = ρ(x = L/2) = − PL4EI
tan u
u
(3.26)
Mmax = M(x = L/2) =
PL
4
tan u
u
(3.27)
Le facteur
PL
4 dans l’e´quation 3.27, correspond au moment duˆ a` la charge transversale P
seule.
3.2.3.2 Autres cas de chargements perturbateurs
Le tableau 3.1 re´capitule les valeurs de fle`che y(x), de fle`che maximale δ, moment de
flexion maximal Mmax au sein d’une poutre comprime´e suivant son axe longitudinal dans
divers cas de chargement perturbateur.
Il est possible d’approximer les formules du tableau 3.1 afin d’obtenir une formule plus
simple a` utiliser. Dans chacune des configurations du tableau, la fle`che maximale δ est
e´gale au produit de deux termes. Le premier terme correspond a` la fle`che obtenue sans la
force de compression N . Le deuxie`me est un facteur d’amplification ne de´pendant que du
rapport N/NCR. Ces facteurs d’amplifications dans ces trois cas sont χ(u), η(u) et λ(u).
Ces facteurs peuvent eˆtre approxime´s par la formule suivante :
1
1− N
NCR
(3.28)
Ainsi, la fle`che maximale de la poutre peut se mettre sous la forme :
δ = v0
1
1− N
NCR
(3.29)
Avec v0 correspondant a` la fle`che obtenue sans la force compression N . Cette expres-
sion simplifie´e a une bonne pre´cision lorsque le ratio N/NCR n’est pas trop e´leve´. Pour
N/NCR = 0.6, l’erreur reste infe´rieure a` 2%. Une autre me´thode permet de de´terminer la
charge critique d’une structure : la me´thode e´nerge´tique. Elle est rappele´e dans l’annexe
C.
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Table 3.1 – Ce tableau re´capitule les valeurs de la fle`che y(x), de la fle`che
maximale δ et du moment de flexion maximal Mmax au sein d’une
poutre comprime´e suivant son axe longitudinal pour diverses confi-
gurations
45
CHAPITRE 3. Le flambage
46
Deuxie`me partie
De´veloppement d’un mode`le
d’interaction e´tendu
47

Chapitre 4
Formulation ge´ne´rale du mode`le
d’interaction
4.1 Pre´sentation du mode`le et mise en e´quations . . . . . . . . . . 50
4.1.1 Rappel sur les tenseurs de contraintes dans l’hypothe`se des grands
de´placements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.1.1.1 De´finition des tenseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.1.1.2 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.1.2 Hypothe`ses cine´matiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.1.3 Les champs de de´formation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.1.3.1 Au sein des adhe´rents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.1.3.2 Au sein de l’adhe´sif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.1.4 Les champs de contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.1.5 Les forces et moments re´sultants . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.1.6 L’e´quilibre statique local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.1.7 La mise en e´quations du proble`me . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1.7.1 Equation diffe´rentielle en σ(x) . . . . . . . . . . . . . . 55
4.1.7.2 Equation diffe´rentielle en τ(x) . . . . . . . . . . . . . . 56
4.2 Re´solution dans le cas ge´ne´ral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.2.1 Le syste`me diffe´rentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.2.2 Solution comple`te . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3 Solution simplifie´e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
49
CHAPITRE 4. Formulation ge´ne´rale du mode`le d’interaction
4.1 Pre´sentation du mode`le et mise en e´quations
Cette partie pre´sente le de´veloppement d’un mode`le analytique pour la de´terminationdes contraintes dans le joint de colle en tenant compte de la de´formation transversale
du joint et des effets du second ordre dans les structures flexibles. La me´thode propose´e
est tre`s ge´ne´rale et ne de´pend pas des conditions aux limites. Ces dernie`res n’interviennent
qu’a` la fin de la re´solution pour identifier les constantes d’inte´gration apparaissant dans
les solutions des e´quations diffe´rentielles rendues homoge`nes.
4.1.1 Rappel sur les tenseurs de contraintes dans l’hypothe`se des grands
de´placements
4.1.1.1 De´finition des tenseurs
Dans le cas ge´ne´ral de l’analyse des milieux continus, diffe´rents tenseurs de contraintes
peuvent eˆtre de´finis, suivant le re´fe´rentiel dans lequel ils sont calcule´s [22].
– pi est le tenseur de Cauchy. Il de´signe la contrainte vraie. Il est calcule´ sur la surface
en configuration de´forme´e.
– Π est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. Il de´signe la contrainte nominale. Il est
calcule´ sur la surface en configuration initiale.
Dans l’hypothe`se des petits de´placements, ces tenseurs sont confondus. On note pilocal le
tenseur de Cauchy exprime´ dans le repe`re local. La matrice de rotation R, de´finie par
l’e´quation 4.1, permet d’exprimer le tenseur de Cauchy dans le repe`re global, piglobal.
R =

1
(
dw0
dx
)2
−2dw0
dx(
dw0
dx
)2
1 2dw0
dx
dw0
dx
−dw0
dx
1−
(
dw0
dx
)2

(4.1)
Ainsi, les composantes du tenseur de Cauchy utilise´es dans la suite de ce travail s’expriment
de la manie`re suivante dans le repe`re global :
piglobalz =
(
dw0
dx
)2
pilocalx + pilocalz + 2
dw0
dx
pilocalxz (4.2)
piglobalxz =
(
dw0
dx
)
pilocalx −
(
dw0
dx
)
pilocalz +
(
1−
[
dw0
dx
]2)
pilocalxz (4.3)
A partir des de´finitions des tenseurs pi et Π, il est possible d’e´crire la relation suivante
[22] :
Π = JpiF−T (4.4)
avec :
F =

∂u
∂x
+ 1 ∂u
∂z
∂w
∂x
∂w
∂z
+ 1
 (4.5)
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et
J = detF = 1 + ∂u
∂x
+ ∂w
∂z
(4.6)
Afin d’alle´ger les notations dans la suite du document, en l’absence de l’exposant ”global”
les tenseurs sont exprime´s dans le repe`re local. Ainsi, σ signifie σlocal et τ signifie pilocalxz .
4.1.1.2 Conditions aux limites
Pour exprimer les conditions aux limites de type statique, l’un ou l’autre de ces deux
tenseurs peut eˆtre utilise´ suivant la manie`re dont les efforts applique´s varient avec la
ge´ome´trie du solide. Dans les configurations e´tudie´es, deux cas doivent eˆtre diffe´rencie´s :
– Lorsque les efforts sont de´finis par rapport a` la surface initiale, les conditions aux
limites sont exprime´es a` l’aide du premier tenseur de Piola-Kirchhoff. C’est le cas
d’une charge morte ou d’une charge re´partie.
– Au contraire, lorsque les efforts sont exprime´s dans la configuration de´forme´e, les
conditions aux limites s’e´crivent avec le tenseur de Cauchy. C’est le cas d’un char-
gement exerce´ par l’interme´diaire d’un fluide. On parle de forces suiveuses.
Dans la suite de l’e´tude, seul le cas de la charge re´partie est retenu.
4.1.2 Hypothe`ses cine´matiques
M y0
0
x
y
z
1
3
2
Renfort
Adhésif
Adhérent
E3,3
E2,2
E1,1
d 4
d 3
d 2
d 1 Axe de référence
z1
z2
z3t 3
t 2
t 1
x
b
Figure 4.1 – Notations utilise´es au sein de l’assemblage colle´.
La figure 4.1 pre´sente les notations utilise´es dans cette e´tude analytique. La section est
constitue´e d’un renfort et d’un adhe´rent relie´s par une fine couche d’adhe´sif. Les de´pla-
cements sont note´s u(x, z) et w(x, z) respectivement suivant l’axe x et l’axe z. Les deux
composantes du de´placement sont suppose´es varier line´airement suivant l’e´paisseur comme
suit [106] [128] :
∀z ∈ [di, di+1] ,

u(x, z) = ui(x) + (z − zi)∆ui
ti
w(x, z) = wi(x) + (z − zi)∆wi
ti
(4.7)
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avec, {
∆ui = u(x, di+1)− u(x, di)
∆wi = w(x, di+1)− w(x, di) (4.8)
ui(x) and wi(x) sont les composantes du de´placement au centre me´canique (confondu
avec le centre ge´ome´trique pour un composant homoge`ne) du composant i. zi repre´sente
la position du centre me´canique de l’e´le´ment i repe´re´ par rapport a` l’axe de re´fe´rence de
la section.
4.1.3 Les champs de de´formation
4.1.3.1 Au sein des adhe´rents
Le cadre vise´ par l’utilisation du mode`le analytique permet de faire l’hypothe`se que
les rigidite´s des adhe´rents sont tre`s supe´rieures a` la rigidite´ du film d’adhe´sif. Sous cette
hypothe`se, le cisaillement des adhe´rents est suppose´ ne´gligeable dans la suite du de´ve-
loppement. En se re´fe´rant a` la the´orie des poutres droites, ∆ui dans l’e´quation 4.7 peut
s’e´crire en fonction de la courbure de la section calcule´e au centre me´canique de l’e´le´ment
i,
∆ui = −dwi
dx
ti , i ∈ {1, 3} (4.9)
De la meˆme manie`re, la de´formation transverse des adhe´rents est suppose´e ne´gligeable,
ainsi,
∆wi = 0 , i ∈ {1, 3} (4.10)
Compte tenu de l’ensemble de ces hypothe`ses, la de´formation longitudinale s’obtient a`
partir des e´quations Eq.4.7 et Eq.4.9 pour chacun des deux adhe´rents :
∀z ∈ [di, di+1] , εx(x, z) = ∂u(x, z)
∂x
= dui
dx
− (z − zi)χi(x) , i ∈ {1, 3} (4.11)
avec χi(x) = w′′i (x) de´signant la courbure a` l’abscisse x du composant i.
4.1.3.2 Au sein de l’adhe´sif
Au sein de l’adhe´sif, ∆u2 dans l’e´quation 4.7 s’e´crit
∆u2 = u(x, d3)− u(x, d2) (4.12)
En supposant la continuite´ des de´placements a` l’interface entre l’adhe´sif et l’adhe´rent, et
en substituant les e´quations 4.7 et 4.9 dans l’expression pre´ce´dente, il vient,
∆u2 = u3(x)− u1(x) + 12
(
dw1
dx
t1 +
dw3
dx
t3
)
(4.13)
De la meˆme manie`re, en utilisant les e´quations 4.7 et 4.10, la fle`che exprime´e au centre
me´canique de l’adhe´sif s’e´crit :
w2(x) = w1(x) +
∆w2
2 = w3(x)−
∆w2
2 (4.14)
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Ainsi,  w2(x) =
1
2 (w1(x) + w3(x))
∆2 = w3(x)− w1(x)
(4.15)
Finalement, les de´formations transversales εz(x) et de cisaillement γ(x) exprime´es au
centre me´canique de l’adhe´sif, sont obtenues en de´rivant les e´quations 4.7, 4.13 et 4.15.
Elles s’e´crivent,
εz(x) =
∂w(x, z)
∂z
= ∆w2
t2
(4.16)
soit,
εz(x) =
w3(x)− w1(x)
t2
(4.17)
et
γ(x) = ∂u(x, z)
∂z
+ ∂w(x, z)
∂x
= ∆u2
t2
+ dw2
dx
(4.18)
qui se met sous la forme,
γ(x) = 1
t2
[
u3 − u1 + t3 + t22
dw3
dx
+ t1 + t22
dw1
dx
]
(4.19)
4.1.4 Les champs de contrainte
Dans le cas de structures colle´es constitue´es de mate´riaux diffe´rents, une variation
de tempe´rature peut induire des de´formations diffe´rentielles entraˆınant des contraintes
d’origine thermique au sein de l’assemblage. Pour inte´grer cet effet, tous les composants
de l’assemblage sont suppose´s suivre un comportement thermo-e´lastique line´aire dans le
domaine d’utilisation de la structure. Les lois de comportement sont de´finies par le module
d’Young Ei, par le coefficient de Poisson νi et par le coefficient de dilatation thermique αi
de l’e´le´ment i. Ainsi la contrainte longitudinale dans la section de chaque adhe´rent s’e´crit,
∀z ∈ [di, di+1] , σx(x, z) = E˜i [εx(x, z)− αi∆T ] (4.20)
expression dans laquelle εx(x, z) est donne´ par l’e´quation 4.11. ∆T correspond a` la varia-
tion de tempe´rature. De la meˆme manie`re, les contraintes normale transverse σ(x) et de
cisaillement τ(x) au milieu de l’adhe´sif s’obtiennent a` partir des e´quations 4.17 et 4.19,
τ = ks
[
u3 − u1 + t3 + t22
dw3
dx
+ t1 + t22
dw1
dx
]
, avec ks =
G2
t2
σ = kp [w3 − w1]− E˜2α2∆T , avec kp = E˜2
t2
(4.21)
avec, 
E˜i = Ei (contrainte plane)
E˜i =
Ei
1− ν2i
(de´formation plane) (4.22)
Dans le cas ou` la diffe´rence de dilatation thermique entre les adhe´rents est ne´gligeable ou
si la tempe´rature ne varie pas, les effets thermiques peuvent eˆtre omis (i.e. ∆T = 0).
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4.1.5 Les forces et moments re´sultants
Les forces et moments e´le´mentaires re´sultants supporte´s par les constituants de l’assem-
blage sont obtenus en inte´grant la contrainte σx dans chaque e´le´ment suivant l’e´paisseur
[18, 74, 109], 
Ni =
∫
Ωi σxdΩ = A˜iεi = A˜i
dui
dx
− A˜iαi∆T
Mi =
∫
Ωi(z − zi)σxdΩ = −D˜iχi = −D˜i
d2wi
dx2
(4.23)
D˜i =
E˜ibt
3
i
12 et A˜i = E˜ibti (4.24)
4.1.6 L’e´quilibre statique local
1
3
N 3 N 3dN 3
N 1 N 1dN 1
q3



M 3
M 3dM 3T 3
T 3dT 3
M 1
M 1dM 1
T 1
T 1dT 1
3dx
2
1dx
2
x
z
q1
Figure 4.2 – Equilibre local de l’e´le´ment dx
La figure 4.2 pre´sente l’e´quilibre statique local d’un e´le´ment dx de l’assemblage. Il
prend en compte un chargement transverse sur les faces exte´rieures de l’assemblage (q3(x)
sur la surface supe´rieure et q1(x) sur la surface infe´rieure). Dans le cas d’une structure
e´lance´e, les effets du second ordre duˆs a` la flexion de l’ensemble sont pris en compte par
le biais des courbures χ1 et χ3 des deux adhe´rents qui ne sont pas ne´cessairement e´gales.
En isolant chacun des adhe´rents, il vient les e´quations suivantes :
– adhe´rent n◦3 :
dN3
dx
= bτ + χ3T3 (4.25)
dT3
dx
= −q3 + bσ − χ3N3 (4.26)
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dM3
dx
= T3 − bt32 τ (4.27)
– adhe´rent n◦1 :
dN1
dx
= −bτ + χ1T1 (4.28)
dT1
dx
= q1 − bσ − χ1N1 (4.29)
dM1
dx
= T1 − bt12 τ (4.30)
Il est a` noter que dans le cas d’un adhe´rent rigide, pour lequel la flexion peut eˆtre ne´glige´e,
les termes χ1(x) et χ3(x) peuvent eˆtre ne´glige´s.
4.1.7 La mise en e´quations du proble`me
A partir des e´quations pre´ce´dentes, un syste`me d’e´quations diffe´rentielles fonction des
inconnues σ(x) et τ(x) peut eˆtre e´tabli comme suit.
4.1.7.1 Equation diffe´rentielle en σ(x)
En diffe´renciant quatre fois l’e´quation 4.21, la de´rive´e quatrie`me de la contrainte nor-
male transverse s’e´crit :
d4σ
dx4
= kp
[
d4w3
dx4
− d
4w1
dx4
]
(4.31)
En substituant les e´quations 4.23, il vient :
d4σ
dx4
= kp
[
− 1
D˜3
d2M3
dx2
+ 1
D˜1
d2M1
dx2
]
(4.32)
Puis en introduisant les e´quations d’e´quilibre statique exprime´es pre´ce´demment, l’e´quation
diffe´rentielle de´finissant la contrainte de pelage s’exprime finalement comme suit :
d4σ
dx4
+ 4λ4σσ = gσ(x) (4.33)
avec, 
λ4σ =
bkp
4
[ 1
D˜3
+ 1
D˜1
]
gσ(x) =kp
[
q3
D˜3
+ q1
D˜1
]
+ bkp2
[
t3
D˜3
− t1
D˜1
]
dτ
dx
+ kp
[
χ3N3
D˜3
− χ1N1
D˜1
] (4.34)
Le terme kp
[
χ3N3
D˜3
− χ1N1
D˜1
]
correspond a` l’influence des grands de´placements (effet de
courbure). Lorsqu’il est possible de faire l’hypothe`se des petits de´placements (adhe´rents
rigides), ce terme peut eˆtre ne´glige´.
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4.1.7.2 Equation diffe´rentielle en τ(x)
En diffe´renciant trois fois l’e´quation 4.21 et en tenant compte des e´quations 4.23, la
de´rive´e troisie`me de la contrainte de cisaillement s’e´crit :
d3τ
dx3
= ks
[
1
A˜3
d2N3
dx2
− 1
A˜1
d2N1
dx2
− t3 + t22
1
D˜3
d2M3
dx2
− t1 + t22
1
D˜1
d2M1
dx2
]
(4.35)
De la meˆme manie`re que pour l’e´quation diffe´rentielle pre´ce´dente, en combinant avec
les e´quations 4.25, 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 et 4.30, l’e´quation diffe´rentielle de´finissant la
contrainte de cisaillement dans l’adhe´sif se met sous la forme suivante :
d3τ
dx3
− λ2τ
dτ
dx
= gτ (x) (4.36)
avec, 
λ2τ = bks
[ 1
A˜3
+ 1
A˜1
+ t3(t3 + t2)
4D˜3
+ t1(t1 + t2)
4D˜1
]
gτ (x) =− bks
[
t3 + t2
2D˜3
− t1 + t2
2D˜1
]
σ(x)
+ ks
t3 + t2
2D˜3
q3 − ks t1 + t22D˜1
q1
+ ks
t3 + t2
2D˜3
χ3N3 + ks
t1 + t2
2D˜1
χ1N1
(4.37)
ks
t3 + t2
2D˜3
χ3N3 +ks
t1 + t2
2D˜1
χ1N1 correspond a` l’influence des grands de´placements. Comme
pour la contrainte de pelage, s’il est possible de faire l’hypothe`se des petits de´placements
(adhe´rents rigides), ce terme peut eˆtre ne´glige´.
4.2 Re´solution dans le cas ge´ne´ral
4.2.1 Le syste`me diffe´rentiel
La partie pre´ce´dente a permis de poser le syste`me diffe´rentiel couple´ suivant :
d4σ
dx4
+ 4λ4σσ =kp
[
q3
D˜3
+ q1
D˜1
]
+ bkp2
[
t3
D˜3
− t1
D˜1
]
dτ
dx
+ ϕkp
[
χ3N3
D˜3
− χ1N1
D˜1
] (4.38)
d3τ
dx3
− λ2τ
dτ
dx
=− bks
[
t3 + t2
2D˜3
− t1 + t2
2D˜1
]
σ(x)
+ ks
t3 + t2
2D˜3
q3 − ks t1 + t22D˜1
q1
+ ϕks
[
t3 + t2
2D˜3
χ3N3 +
t1 + t2
2D˜1
χ1N1
] (4.39)
Dans ce syste`me diffe´rentiel, les inconnues σ(x) et τ(x) font re´fe´rence aux composantes
du tenseur de Cauchy exprime´ dans le repe`re local au milieu de l’adhe´sif (Cf. 4.1.1.1). La
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de´pendance du second terme de l’e´quation 4.38 vis-a`-vis de τ(x) (au travers de dτ
dx
) et de
l’e´quation 4.39 vis-a`-vis de σ(x) met en e´vidence un effet de couplage entre la contrainte
normale transverse et la contrainte de cisaillement dans l’adhe´sif. Les termes de courbure
χ1 et χ3 pre´sents dans les deux e´quations rendent compte des effets du second ordre duˆs a`
la flexion locale des deux adhe´rents. Si un des adhe´rents posse`de une rigidite´ tre`s supe´rieure
a` l’autre, les effets du second ordre peuvent eˆtre ne´glige´s. Pour cette raison, un parame`tre
ϕ a e´te´ introduit avec les valeurs possibles suivantes : ϕ = 1 permet de prendre en compte
les effets du second ordre, ϕ = 0 dans le cas contraire. Afin de faciliter la re´solution du
syste`me diffe´rentiel pre´ce´dent, les Ni sont approxime´s par leur valeur en zone courante.
Ainsi, les termes χiNi re´fe´rant a` chacun des adhe´rents dans les e´quations 4.38 et 4.39 sont
approxime´s par χ0E˜ibti[ε0 − (zi − z0)χ0], ou` χ0 est la courbure et ε0 est la de´formation
longitudinale de la section homoge`ne e´quivalente pour le meˆme chargement.
4.2.2 Solution comple`te
Moyennant l’approximation pre´ce´dente, la re´solution du syste`me diffe´rentiel conduit
aux formes ge´ne´rales suivantes pour la contrainte normale transverse σ(x) et la contrainte
de cisaillement τ(x) au sein de l’adhe´sif :
σ(x) =σsp(x) + e−λσx (aσ cosλσx+ bσ sinλσx)
+ eλσx (cσ cosλσx+ dσ sinλσx)
(4.40)
τ(x) =τsp(x) + aτ + bτe−λτx + cτeλτx (4.41)
aσ, bσ, cσ et dσ sont des constantes d’inte´gration qui de´pendent des conditions aux limites
pour la contrainte normale transverse. aτ , bτ et cτ sont des constantes d’inte´gration
qui de´pendent des conditions aux limites pour la contrainte de cisaillement. σsp(x) et
τsp(x) sont les solutions particulie`res des deux e´quations diffe´rentielles avec leurs seconds
membres.
La forme de ces solutions est ge´ne´rale ; elle de´pend de la configuration ge´ome´trique et
du chargement au travers des sept constantes et des deux solutions particulie`res. Elle peut
eˆtre adapte´e a` diffe´rentes structures comme les joints a` simple ou double recouvrement,
aux structures renforce´es par renforts colle´s,... par l’introduction des conditions aux limites
correspondantes. Dans la suite de cette partie, la me´thode ge´ne´rale permettant d’obtenir
la solution est de´crite.
Quelle que soit la configuration retenue, les solutions particulie`res σsp(x) et τsp(x) sont
mises sous la forme, 
σsp(x) =
∞∑
n=1
An sin
npix
2Lr
τsp(x) =
∞∑
n=1
Bn cos
npix
2Lr
(4.42)
En substituant σsp(x) et τsp(x) dans les e´quations 4.38 et 4.39, il vient,
∞∑
n=1
n4pi4
16L4r
An sin
npix
2Lr
+ 4λ4σ
∞∑
n=1
An sin
npix
2Lr
= C0 +
∞∑
n=1
Cn sin
npix
2Lr
−mτ
∞∑
n=1
npi
2Lr
Bn sin
npix
2Lr
(4.43)
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avec, 
C0 = fσ(0) et Cn =
1
Lr
∫ 2Lr
0
[fσ(x)− fσ(0)] sin npix2Lr dx
fσ(x) =kp
[
q3
D˜3
+ q1
D˜1
]
+mτλτ
(
cτe
λτx − bτe−λτx
)
+ ϕkp
[
χ3N3
D˜3
− χ1N1
D˜1
]
mτ =
bkp
2
[
t3
D˜3
− t1
D˜1
]
(4.44)
et
∞∑
n=1
n3pi3
8L3r
Bn sin
npix
2Lr
+ λ2τ
∞∑
n=1
npi
2Lr
Bn sin
npix
2Lr
= D0 +
∞∑
n=1
Dn sin
npix
2Lr
−mσ
∞∑
n=1
An sin
npix
2Lr
(4.45)
avec 
D0 = fτ (0) et Dn =
1
Lr
∫ 2Lr
0
[fτ (x)− fτ (0)] sin npix2Lr dx
fτ (x) =ks
t3 + t2
2D˜3
q3 − ks t1 + t22D˜1
q1
−mσ
[
e−λσx (aσ cosλσx+ bσ sinλσx)
+eλσx (cσ cosλσx+ dσ sinλσx)
]
+ ϕks
[
t3 + t2
2D˜3
χ3N3 +
t1 + t2
2D˜1
χ1N1
]
mσ = bks
[
t3 + t2
2D˜3
− t1 + t2
2D˜1
]
(4.46)
La pre´sence de termes en eλτx et eλσx dans fτ (x) et fσ(x) ne´cessite de conside´rer un tre`s
grand nombre de termes dans le calcul des se´ries
∞∑
n=1
Cn sin
npix
2Lr
et
∞∑
n=1
Dn sin
npix
2Lr
pour
que ces dernie`res convergent. Les se´ries permettent la prise en compte du couplage entre le
cisaillement et le pelage tout au long de la zone de recouvrement. Or pour certains types
de chargement, il est possible de faire l’hypothe`se que le couplage entre le cisaillement et
le pelage reste localise´ aux extre´mite´s. L’influence des termes en eλτx est localise´e du coˆte´
de l’extre´mite´ droite la plage de recouvrement e´tudie´ (e−λτx a une influence sur le coˆte´
gauche). Lorsque le couplage entre le cisaillement et le pelage est suppose´ ne´gligeable dans
cette zone, ces termes peuvent eˆtre supprime´s (Cf. 5.2). Les deux e´quations 4.43 et 4.45,
en utilisant la transforme´e de la fonction e´chelon,
∞∑
n=1
Tn sin
npix
2Lr
= 1 , pour x ∈]0, 2Lr[ (4.47)
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avec,
Tn =
1
Lr
∫ 2Lr
0
sin npix2Lr
dx =

4
npi
si n est impair
0 sinon.
(4.48)
se simplifient et donnent un syste`me a` deux inconnues An et Bn qui s’e´crit,
n4pi4
16L4r
An + 4λ4σAn = C0Tn + Cn −mτ
npi
2Lr
Bn
n3pi3
8L3r
Bn + λ2τ
npi
2Lr
Bn = D0Tn +Dn −mσAn
(4.49)
Finalement, 
An =
(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)
(C0Tn + Cn)−mτ (D0Tn +Dn)(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)(
n4pi4
16L4r
+ 4λ4σ
)
−mτmσ
Bn =
D0Tn +Dn −mσAn
npi
2Lr
(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)
(4.50)
Une fois An et Bn identifie´s, il ne reste qu’a` calculer les sept constantes aτ , bτ , cτ , aσ,
bσ, cσ et dσ de´pendant des conditions aux limites. Ce calcul est re´alise´ dans quelques cas
particuliers.
4.3 Solution simplifie´e
Les constantes d’inte´gration a` de´finir proviennent de la solution homoge`ne du syste`me
diffe´rentiel. Ce syste`me rendu homoge`ne a e´te´ re´solu dans la litte´rature. Dans certains cas,
lorsque la configuration pre´sente des conditions de syme´trie ou d’antisyme´trie par rapport
au centre de la zone de recouvrement et que le comportement de l’ensemble de la structure
est continu sur l’intervalle du recouvrement (pas de chargement ponctuel), il est possible
de simplifier la solution de l’e´quation homoge`ne. En appliquant les conditions aux limites
correspondant aux conditions de syme´trie, la forme de la solution ge´ne´rale se re´duit sous
la forme suivante [39],
∀x ∈ [0, Lr], σ(x) = σsp(x) + e−λσx [aσ cos(λσx) + bσ sin(λσx)] (4.51)
∀x ∈ [0, Lr], τ(x) = τsp(x) + aτ + bτe−λτx (4.52)
Ainsi, a` partir de l’e´quation 4.44, fσ s’e´crit,
fσ(x) =kp
[
q3
D˜3
+ q1
D˜1
]
−mτ bτλτe−λτx
+ ϕkp
[
N3(x)
D˜3
− N1(x)
D˜1
]
χ0(x)
(4.53)
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et a` partir de l’e´quation 4.46, fτ prend la forme,
fτ (x) =ks
t3 + t2
2D˜3
q3 − ks t1 + t22D˜1
q1 −mσe−λσx [aσ cos(λσx) + bσ sin(λσx)]
+ ϕks
[
t3 + t2
2D˜3
N3(x) +
t1 + t2
2D˜1
N1(x)
]
χ0(x)
(4.54)
Le couplage se traduit dans ces deux e´quations par un terme en bτ dans l’e´quation de´-
finissant fσ(x) et la pre´sence des termes en aσ et bσ dans la formulation de fτ (x). Les
termes en χ0(x) mettent en e´vidence la prise en compte des effets de courbure. Ces deux
e´quations pre´ce´dentes donnent Cn et Dn,

C0 = c10 + c20bτ
Cn = c1n + c2nbτ
D0 = d10 + d20aσ
Dn = d1n + d2naσ + d3nbσ
(4.55)
avec,

c10 =kp
(
q3
D˜3
+ q1
D˜1
)
+ kp
(
N3(0)
D˜3
− N1(0)
D˜1
)
χ0(0)
c20 = −mτλτ
d10 =ks
((t3 + t2)q3
2D˜3
− (t1 + t2)q1
2D˜1
)
+ ks
((t3 + t2)N3(0)
2D˜3
+ (t1 + t2)N1(0)
2D˜1
)
χ0(0)
d20 = −mσ
(4.56)
Les cin et les d
i
n sont de´finis par

c1n =ϕkp
∫ 2Lr
0
[
N3(x)
D˜3
− N1(x)
D˜1
]
χ0(x) sin
npix
2Lr
dx
− ϕkp
∫ 2Lr
0
[
N3(0)
D˜3
− N1(0)
D˜1
]
χ0(0) sin
npix
2Lr
dx
c2n = mτλτ
∫ 2Lr
0
(
1− e−λτx
)
sin npix2Lr
dx
= mτ
8L3rλ3τ [1− (−1)n]− 2(−1)nLrλτn2pi2
[
1− e−2λτLr
]
npi (4λ2τL2r + n2pi2)
(4.57)
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et 
d1n =ϕks
∫ 2Lr
0
[(t3 + t2)N3(x)
2D˜3
+ (t1 + t2)N1(x)
2D˜1
]
χ0(x) sin
npix
2Lr
dx
− ϕks
∫ 2Lr
0
[(t3 + t2)N3(0)
2D˜3
+ t1 + t2)N1(0)
2D˜1
]
χ0(0) sin
npix
2Lr
dx
d2n = mσ
∫ 2Lr
0
(1− cos(λσx)) sin npix2Lr dx
= mσ
−8L3rλ2τ [1− (−1)n] + 4(−1)nLrn2pi2
[
cos2 λτLr − 1
]
npi (npi + 2λτLr) (npi − 2λτLr)
d3n = −mσ
∫ 2Lr
0
(sin(λσx)) sin
npix
2Lr
dx
= mσ
4(−1)nnpiLr sinλτLr cosλτLr
(npi + 2λτLr) (npi − 2λτLr)
(4.58)
Les solutions particulie`res σsp(x) et τsp(x) conservent leurs formes donne´es par les e´qua-
tions 4.42. Compte tenu des e´quations pre´ce´dentes, les termes constants An et Bn appa-
raissant dans les expressions de σsp(x) et τsp(x) peuvent eˆtre re´e´crits sous la forme suivante
(Cf. e´quation 4.50) :  An = p
A
n + qAn bτ + rAn aσ + sAn bσ
Bn = pBn + qBn bτ + rBn aσ + sBn bσ
(4.59)
avec, 
pAn = DAn
[(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)(
c1n + c10Tn
)−mτ (d1n + d10Tn)
]
qAn = DAn
(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)
(c2n + c20Tn)
rAn = −DAnmτ (d2n + d20Tn)
sAn = −DAnmτd3n
pBn = DBn
(
d10Tn + d1n −mσpAn
)
qBn = −DBnmσqAn
rBn = DBn
(
d20Tn + d2n −mσrAn
)
sBn = DBn
(
d3n −mσsAn
)
DAn =
1(
n2pi2
4Lr
+ λ2τ
)(
n4pi4
16L4r
+ 4λ4σ
)
−mτmσ
DBn =
2Lr
npi
(
n2pi2
4L2r
+ λ2τ
)
(4.60)
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pAn , q
A
n , r
A
n , s
A
n , p
B
n , q
B
n , r
B
n et s
B
n ne de´pendent que de n. Les constantes d’inte´gration
aσ, bσ, aτ et bτ sont obtenues a` partir des conditions aux limites. Le chapitre suivant
de´termine ces constantes pour quelques chargements types.
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t 1
t 1 t 2
Lra
2 L
T
1
3
x
0
Figure 5.1 – Pre´sentation du mode`le e´tudie´ dans le cas du joint a` simple recouvrement.
5.1 Cas du joint a` simple recouvrement
Cette configuration est pre´sente´e figure 5.1. Les deux adhe´rents sont assemble´s par le
biais d’un joint de colle de longueur 2Lr. Pour pouvoir eˆtre compare´ par la suite a` un
mode`le de la litte´rature les adhe´rents ont e´te´ choisis identiques. La configuration posse`de
ainsi la proprie´te´ d’antisyme´trie par rapport au milieu de la zone de recouvrement. La
solution simplifie´e donne´e par les e´quations 4.51 et 4.52 peut donc eˆtre utilise´e (la de´-
marche pourrait facilement eˆtre ge´ne´ralise´e au cas d’adhe´rents diffe´rents). Les conditions
aux limites correspondant a` cette configuration sont donne´es par [106] [46] [22] :
b
Lr∫
0
Πglobalz (x) = αnT
d2σ
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
= − kp
D˜1
M0(0)
b
∫ Lr
0
τ(x) = −T2
dτ(x)
dx
∣∣∣∣
x=0
= ksT
A˜1
− t1 + t22
ks
D˜1
M0(0) + ks(α3 − α1)∆T
(5.1)
ou` Πglobalz est la composante selon z du premier tenseur de Piola-Kirchhoff exprime´e dans
le repe`re global. T est la force de traction applique´e sur le substrat 1 (T > 0 en traction).
Les grandeurs indice´es avec 0 correspondent au comportement de la structure e´quivalente
rendue homoge`ne. αn repre´sente l’angle entre la direction x et la direction de la force T
[46], ainsi,
αn =
t1 + t2
L
(5.2)
Les conditions aux limites du syste`me 5.1 sont obtenues a` l’aide des e´quations pre´ce´dentes
applique´es en certains points particuliers :
– Les forces ne suivent pas la de´formation de la structure. L’e´quilibre exprime´ selon
x s’e´crit a` partir du premier tenseur de Piola-Kirchhoff [22] (Cf. 4.1.1.2). Ainsi,
l’inte´grale de Πglobalz sur la surface de recouvrement est e´gale a` la projection de la
force T sur la direction z.
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– La deuxie`me condition aux limites est obtenue en de´rivant deux fois l’e´quation 4.21,
de´finissant σ. Au point, x = 0, la courbure χ1 est nulle et la courbure de l’adhe´rent
3 est assimile´e a` la courbure de la structure homoge`ne.
– La troisie`me condition aux limites est obtenue en inte´grant l’e´quation 4.25.
– La quatrie`me condition aux limites est obtenue en de´rivant une fois l’e´quation 4.21,
de´finissant τ et en la combinant avec l’e´quation 4.23. Applique´e au point x = 0,
la courbure de l’adhe´rent 1 est suppose´e nulle tandis que celle de l’adhe´rent 3 est
identifie´e a` celle de la structure e´quivalente homoge`ne.
A partir des e´quations 4.2, 4.3, 4.4 et 4.51 la premie`re condition aux limites (e´crite avec
le premier tenseur de Piola-Kirchhoff) se re´e´crit,
b
Lr∫
0
Πglobalz (x) = H1 +H2aτ +H3bτ +H4aσ +H5bσ = αnT (5.3)
Avec, 
H1 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
] ∞∑
n=1
pAn sin
npix
2Lr
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3] ∞∑
n=1
pBn cos
npix
2Lr
dx
H2 =b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]
dx
H3 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
] ∞∑
n=1
qAn sin
npix
2Lr
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
qBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
H4 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
]( ∞∑
n=1
rAn sin
npix
2Lr
+ e−λσx cos(λσx)
)
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
rBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
H5 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
]( ∞∑
n=1
sAn sin
npix
2Lr
+ e−λσx sin(λσx)
)
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
sBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
(5.4)
Compte tenu de l’e´quation 4.52, la troisie`me condition aux limites, se met sous la forme,
b
∫ Lr
0
τ(x) = K1 +K2aτ +K3bτ +K4aσ +K5bσ = −T2 (5.5)
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Avec, 
K1 = b
∞∑
n=1
2pBn
npi
sin npi2
K2 = bLr
K3 = b
∞∑
n=1
2qBn
npi
sin npi2 +
1− exp−λτLr
λτ
K4 = b
∞∑
n=1
2rBn
npi
sin npi2
K5 = b
∞∑
n=1
2sBn
npi
sin npi2
(5.6)
Le syste`me 5.1 se met ainsi sous la forme d’un syste`me de 4 e´quations dont les 4 inconnues
sont les 4 constantes d’inte´gration aσ, bσ, aτ , bτ . La re´solution de ce syste`me donne :

bσ =
kpM0(0)
2λ2σD˜1
bτ =
(t1 + t2)ksM0(0)
2λ2τ D˜1
− ksT
λ2τ A˜1
− ks(α3 − α1)∆T
λ2τ
aσ =
2 [(K2 +K5)(αnT −H1 − bσH5) +H3K1 +H3K3bτ ]−H3T
2 [(K2 +K5)(H2 +H4)−K4H3]
aτ = −2 [K4(αnT −H1 − bσH5) +K1H2 +K3H2bτ ]− (H4 +H2)T2 [(K2 +K5)(H2 +H4)−K4H3]
(5.7)
Afin d’e´valuer correctement les contraintes au sein de l’adhe´sif, la fle`che w0(x) de la
structure assemble´e doit eˆtre calcule´e en tenant compte de la rigidite´ effective de la zone
assemble´e vis-a`-vis de la flexion. Compte tenu de la diffusion des contraintes dans les
zones d’extre´mite´ des deux adhe´rents (zones de Saint-Venant), leurs rigidite´s flexionnelles
ne peuvent eˆtre prises en compte dans leur inte´gralite´ qu’au dela` de la zone de diffusion
compte´e a` partir de l’extre´mite´ de chaque adhe´rent. Il en re´sulte que la longueur efficace
2Leff de la zone assemble´e pour le calcul de la fle`che w0(x) est infe´rieure a` la longueur
totale 2Lr de recouvrement. Pour tenir compte de cet effet, la notion de longueur de
diffusion l0 est introduite : Lr = Leff + l0 (Cf. figure 5.2). Lors du calcul de la fle`che de
l’assemblage colle´, il est important de tenir compte de l0 lorsque les effets du second ordre
conditionnent la fle`che. Ainsi, le raccord de la fle`che entre la zone hors assemblage et la
zone colle´e se fait a` une distance l0 du point x = 0. Les formules analytiques de la fle`che
et du moment sont explicite´es pour divers cas particuliers. L’e´quation 3.10 applique´e a` la
structure de´finie sur la figure 5.1 donne la fle`che sous le forme suivante,
 ∀x ∈ [−a, l0], w
−
0 (x) = Cg1 cosh kg(x+ a) + Cg2 sinh kg(x+ a) + Cg3x+ Cg4
∀x ∈ [l0, Lr], w+0 (x) = Cd1 cosh kdx+ Cd2 sinh kdx+ Cd3x+ Cd4
(5.8)
66
5.1. Cas du joint a` simple recouvrement
l 0
 x x , z=0
Fibre neutre
Figure 5.2 – La diffusion de l’effort d’un adhe´rent a` l’autre par le biais d’un joint de
colle ne´cessite une certaine distance, note´e l0.
Avec, 
kg =
√
N
D˜1
kd =
√
N
D˜eq
(5.9)
Les 8 constantes d’inte´gration Cg1, Cg2, Cg3, Cg4, Cd1, Cd2, Cd3 et Cd4 sont de´termine´es
a` l’aide des conditions aux limites suivantes,
w−0 (−a) = 0
d2w−0 (x)
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
= 0
w−0 (l0) = w+0 (l0)
dw−0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
= dw
+
0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
D˜1
d2w−0 (x)
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
= D˜eq
d2w+0 (x)
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
+ T (t2 + t1)2
D˜1
d3w−0 (x)
dx3
∣∣∣∣∣
x=0
= D˜eq
d3w+0 (x)
dx3
∣∣∣∣∣
x=0
w+0 (Lr) = 0
d2w+0 (x)
dx2
∣∣∣∣∣
x=Lr
= 0
(5.10)
Il reste a` pre´ciser la valeur du parame`tre l0. En zone d’extre´mite´, w1 et w3 s’e´loignent
fortement de la valeur de la fle`che w0 (fle`che de la structure e´quivalente rendue homoge`ne) :
il en re´sulte la contrainte de pelage. Cette diffe´rence entre les fle`ches est maximale en x = 0.
Par comparaison a` des mode`les e´le´ments finis, l0 correspond a` la distance ne´cessaire pour
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que la diffe´rence entre w1 et w3 se stabilise a` moins de 85% de la diffe´rence maximale.
Par les hypothe`ses cine´matiques, la diffe´rence de fle`che des adhe´rents est directement lie´e
a` la contrainte de pelage au sein de l’adhe´sif. Ainsi, l0 peut eˆtre exprime´e en fonction de
la longueur caracte´ristique λ−1σ de l’e´quation diffe´rentielle 4.38, soit,
l0 ≈ 2λ−1σ (5.11)
Cette valeur a e´te´ de´termine´e pour des renforts suffisamment fins pour ne´gliger les
effets de cisaillement dans les adhe´rents. A partir de cette distance, le renfort est conside´re´
comme totalement efficace. A partir de la fle`che , il vient pour M0(0),
M0(0) = −D˜1k2g [Cg1 cosh kga+ Cg2 sinh kga] (5.12)
5.2 Cas d’une poutre renforce´e en flexion trois points
x
a a
P
2 Lr
L L
0
Figure 5.3 – Pre´sentation du mode`le e´tudie´ dans le cas d’une poutre renforce´e en flexion
trois points.
Cette configuration est pre´sente´e figure 5.3. Dans cette configuration, l’effort tranchant
dans la structure est continu par morceau (P/2) sur [0;Lr[ et (−P/2) sur ]Lr; 2Lr]. La
solution simplifie´e ne´glige ce qui se passe au point d’application de la force P . La solution
ge´ne´rale doit eˆtre utilise´e pour obtenir le comportement pre´cis dans l’adhe´sif. En revanche,
au point d’application de la force P , le couplage entre le cisaillement et le pelage peut eˆtre
ne´glige´. Ainsi, fτ (x) etfσ(x) prennent la forme des e´quations 4.53 et 4.54. Ainsi, An et Bn
sont de´finis par  An = p
A
n + qAn bτ + rAn aσ + sAn bσ
Bn = pBn + qBn bτ + rBn aσ + sBn bσ
(5.13)
ou` les pAn , q
A
n , r
A
n , s
A
n b , p
B
n , q
B
n , r
B
n et s
B
n sont de´finis par le syste`me 4.60. Ces 7 constantes,
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sont calcule´es a` partir des conditions aux limites suivantes :
b
Lr∫
0
Πglobalz (x) = 0
d2σ
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
= kp
D˜1
M0(0)
τ(Lr) = 0
dσ(x)
dx
∣∣∣∣
x=Lr
= 0
dτ(x)
dx
∣∣∣∣
x=0
= − t1 + t22
ks
D˜1
M0(0)
σ(Lr) = kp∆w1→eq
τ(Lr)− cτeλτLr =
T0 + (D˜3 + D˜1)
d3w0
dx3
∣∣∣∣∣
x=Lr
b(z3 − z1)
(5.14)
ou` Πglobalz est la composante selon z du premier tenseur de Piola-Kirchhoff exprime´e
dans le repe`re global. Les grandeurs indice´es avec 0 correspondent au comportement de la
structure e´quivalente rendue homoge`ne. Les conditions aux limites du syste`me 5.14 sont
obtenues a` l’aide des e´quations pre´ce´dentes applique´es en certains points particuliers :
– La premie`re condition aux limites correspond au cas ou` la charge re´partie est un
poids mort, les forces ne suivent pas la de´formation de la structure [22] (Cf. 4.1.1.2).
– La deuxie`me condition aux limites est obtenue en de´rivant deux fois l’e´quation 4.21,
de´finissant σ. Au point x = 0, la courbure χ3 est nulle et la courbure de l’adhe´rent
1 correspond a` celle du composant non renforce´.
– Les troisie`me et quatrie`me conditions aux limites correspondent a` la condition de
syme´trie.
– La cinquie`me condition aux limites correspond a` l’e´quation 4.21 de´finissant τ , ap-
plique´e au point x = 0.
– Les fle`ches w1 et w3 des deux adhe´rents correspondant a` la flexion ge´ne´rale de la
poutre renforce´e sont suppose´es e´gales. Le terme correctif ∆w1→eq re´sulte de la
flexion locale du substrat au voisinage du point d’application de la force P . Ce
terme est calcule´ en se basant sur la the´orie des poutres sur appui e´lastique continu
[47]. En supposant la poutre de longueur infinie, il vient :
∆w1→eq =
P
2kp
(γeq − γ1) (5.15)
avec
γeq =
(
bkp
4D˜eq
)1
4
et γ1 =
(
bkp
4D˜1
)1
4 (5.16)
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– La dernie`re condition aux limites correspond a` la valeur du cisaillement en zone
courante, en dehors des zones de Saint-Venant. Le terme cτeλτLr modifie la re´parti-
tion de la contrainte de cisaillement au voisinage du point d’application de la force
ponctuelle P . Il permet de respecter la condition τ(Lr) = 0. Ainsi, en x = Lr, le
cisaillement moins le terme cτeλτLr est e´gal au cisaillement en zone courante. Cette
valeur est de´termine´e en supposant que dans cette zone, les adhe´rents sont sollicite´s
au prorata de leurs rigidite´s respectives [106],
M1(x) = RM3(x) avec, R =
D˜1
D˜3
(5.17)
Ainsi, l’e´quilibre des moments dans une section en zone courante,
M0(x) = M1(x) +M3(x) + z1N1(x) + z3N3(x) (5.18)
donne, 
M1(x) =
R
R+ 1 [M0(x)− b(z3 − z1)τ(x)]
M3(x) =
1
R+ 1 [M0(x)− b(z3 − z1)τ(x)]
(5.19)
En de´rivant par rapport a` x, il vient,
M1(x)
dx
= T1(x) =
R
R+ 1 [T0(x)− bτ(x)(z3 − z1)] = −D˜1
d3w0(x)
dx3
M3(x)
dx
= T3(x) =
1
R+ 1 [T0(x)− bτ(x)(z3 − z1)] = −D˜3
d3w0(x)
dx3
(5.20)
Puis, en additionnant ces deux e´quations, il vient pour τ en zone courante :
τ(x) =
T0 + (D˜3 + D˜1)
d3w0(x)
dx3
b(z3 − z1) avec, T0 =
P
2 (5.21)
Les 7 constantes a` identifier ne de´pendent que de la fle`che w0(x) de l’assemblage
e´quivalent rendu homoge`ne qui reste a` de´terminer et de ses de´rive´es successives. Dans
la section me´diane (x = Lr),
N0(Lr) = N3(Lr) = −N1(Lr) (5.22)
Le moment dans la section rendue homoge`ne s’e´crit :
∀x ∈ [−a, 0], M−0 (x) =
P
2 (x+ a)
∀x ∈ [0, Lr], M+0 (x) =
P
2 (x+ a)
(5.23)
et la fle`che,
∀x ∈ [−a, 0], w−0 (x) =
P (x+ a)
12
[
2a2 − x2 − 2ax
D˜1
+ 3Lr(2a+ Lr)
D˜eq
]
∀x ∈ [0, Lr], w+0 (x) =
P
12
[
2a3
D˜1
− x
3 − 3ax2 + 3Lr(x+ a)(2a+ Lr)
D˜eq
] (5.24)
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b = 1 mm t1 = 3 mm E1 = 72 GPa ν1 = 0.3
L = 50 mm t2 = 0.2 mm E2 = 1.95 GPa ν2 = 0.3
t3 = 1 mm E3 = 200 GPa ν3 = 0.3
Table 5.1 – Donne´es nume´riques utilise´es dans le cas d’une poutre renforce´e.
Ainsi,
d3w0
dx3
∣∣∣∣∣
x=Lr
= P−2D˜eq
(5.25)
Les figures 5.4 et 5.5 pre´sentent, dans le cas δ = Lr/L = 0.8 et P = 50 N la de´com-
position des termes qui contribuent aux contraintes de pelage et de cisaillement dans les
e´quations 4.51 et 4.52 calcule´es avec les proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1. δ corres-
pond a` la proportion de renforcement :
– Dans le cas de la contrainte de cisaillement (Cf. figure 5.4), les termes exponentiels
ont un effet localise´ aux extre´mite´s (zones d’ancrage et de Saint-Venant). La se´rie
traduit principalement les effets de couplage en zone d’ancrage. Dans la configuration
e´tudie´e, ils repre´sentent 15% du pic de cisaillement.
– Dans le cas de la contrainte de pelage (Cf. figure 5.5), les termes exponentiels ont
un effet localise´ aux extre´mite´s. Le terme de la se´rie correspond a` la prise en compte
du couplage entre le pelage et le cisaillement, dont l’impact dans cette configuration
reste limite´.
5.3 Cas d’une poutre renforce´e sous divers modes de
flexion/compression
Cette configuration est pre´sente´e figure 5.6. Sur un substrat, un renfort est fixe´ par le
biais d’un joint de colle. Compte tenu de la syme´trie, la solution simplifie´e donne´e par les
e´quations 4.51 et 4.52 peut eˆtre utilise´e. Les conditions aux limites correspondant a` cette
configuration sont donne´es par [106] [128] :
b
Lr∫
0
Πglobalz (x) = q3Lr
d2σ
dx2
∣∣∣∣∣
x=0
= kp
D˜1
M0(0)
τ(Lr) = 0
dτ(x)
dx
∣∣∣∣
x=0
= ksN
A˜1
− t1 + t22
ks
D˜1
M0(0) + ks(α3 − α1)∆T
(5.26)
ou` Πglobalz est la composante selon z du premier tenseur de Piola-Kirchhoff exprime´e dans
le repe`re global. N est la force de compression applique´e au centre ge´ome´trique du substrat
1 (N > 0 en compression). Les grandeurs indice´es avec 0 correspondent au comportement
de la structure e´quivalente rendue homoge`ne. Les conditions aux limites du syste`me 5.26
sont obtenues a` l’aide des e´quations pre´ce´dentes applique´es en certains points particuliers :
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0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
0 1 0 2 0 3 0 4 00
1 0
2 0
3 0
4 0
Zone courante
a
x mm
x
b e
− x
ce
 x
∑
n=1
∞
Bncos
n x
2 Lr
Zone de
St Venant
(Force P)
x
P
Zone d'ancrage
Figure 5.4 – De´composition de la contrainte de cisaillement (e´quation 4.52) dans le cas
δ = 0.8 avec les proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et P = 50 N.
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0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
4 0
0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
4 0
0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
4 0
0 1 0 2 0 3 0 4 0- 1 0
0
1 0
2 0
3 0
4 0
x
P
Zone couranteZone d'ancrage
x mm
x 
e− x a cos xbsin x
e x ccos xdsin x 
∑
n=1
∞
Ansin
n x
2 Lr
Zone de
St Venant
(Force P)
Figure 5.5 – De´composition de la contrainte de pelage (e´quation 4.51) dans le cas δ = 0.8
avec les proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et P = 50 N.
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q
3
x
a 2 Lr
q
1
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0
Figure 5.6 – Pre´sentation du mode`le e´tudie´ dans le cas d’une poutre renforce´e sous
divers modes de flexion / compression.
– La premie`re condition aux limites correspond au cas ou` la charge re´partie est un
poids mort, les forces ne suivent pas la de´formation de la structure [22] (Cf. 4.1.1.2).
– La deuxie`me condition aux limites est obtenue en de´rivant deux fois l’e´quation 4.21,
de´finissant σ. Au point, x = 0, la courbure χ3 est nulle et la courbure de l’adhe´rent
1 correspond a` celle de la poutre non renforce´e.
– La troisie`me condition aux limites correspond a` la condition de syme´trie.
– La quatrie`me condition aux limites est obtenue en de´rivant une fois l’e´quation 4.21,
de´finissant τ et en substituant l’e´quation 4.23. Applique´e au point x = 0, la courbure
de l’adhe´rent 3 est suppose´e nulle tandis que celle de l’adhe´rent 1 correspond a` celle
de la poutre non renforce´e.
A partir des e´quations 4.2, 4.3, 4.4 et 4.51 la premie`re condition aux limites (e´crite avec
le premier tenseur de Piola-Kirchhoff), se re´e´crit,
b
Lr∫
0
Πglobalz (x) = H1 +H2aτ +H3bτ +H4aσ +H5bσ = q3Lr (5.27)
Avec les Hi de´finis par,
H1 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
] ∞∑
n=1
pAn sin
npix
2Lr
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3] ∞∑
n=1
pBn cos
npix
2Lr
dx
(5.28)
H2 =b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]
dx (5.29)
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H3 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
] ∞∑
n=1
qAn sin
npix
2Lr
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
qBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
(5.30)
H4 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
]( ∞∑
n=1
rAn sin
npix
2Lr
+ e−λσx cos(λσx)
)
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
rBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
(5.31)
H5 =b
Lr∫
0
[(
dw0
dx
)2
+ 1
]( ∞∑
n=1
sAn sin
npix
2Lr
+ e−λσx sin(λσx)
)
dx
+ b
Lr∫
0
[
dw0
dx
+
(
dw0
dx
)3]( ∞∑
n=1
sBn cos
npix
2Lr
+ e−λτx
)
dx
(5.32)
La troisie`me condition aux limites, se met sous la forme,
τ(Lr) = K1 +K2aτ +K3bτ +K4aσ +K5bσ = 0 (5.33)
Avec, 
K1 =
∞∑
n=1
pBn cos
npi
2
K2 = 1
K3 = e−λτLr +
∞∑
n=1
qBn cos
npi
2
K4 =
∞∑
n=1
rBn cos
npi
2
K5 =
∞∑
n=1
sBn cos
npi
2
(5.34)
Ainsi, le syste`me 5.26 se met sous la forme d’un syste`me de 4 e´quations dont les 4
inconnues sont les 4 constantes d’inte´gration aσ, bσ, aτ , bτ . La re´solution de ce syste`me
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 x x , z=0
Fibre neutre
l 0
Figure 5.7 – La diffusion de l’effort du substrat vers le renfort par le biais d’un joint de
colle ne´cessite une certaine distance, note´e l0.
donne : 
bσ = −kpM0(0)2λ2σD˜1
bτ =
(t1 + t2)ksM0(0)
2λ2τ D˜1
− ksN
λ2τ A˜1
− ks(α3 − α1)∆T
λ2τ
aσ =
(K2 +K5)(q3Lr −H1 − bσH5) +H3K1 +H3K3bτ
(K2 +K5)(H2 +H4)−K4H3
aτ =
K4(q3Lr −H1 − bσH5) +K1H2 +K3H2bτ
(K2 +K5)(H2 +H4)−K4H3
(5.35)
Afin d’e´valuer correctement les contraintes au sein de l’adhe´sif, la fle`che w0(x) de
la structure renforce´e doit eˆtre calcule´e. L’effort est transmis au renfort par le biais de
l’adhe´sif sur une certaine distance (Figure 5.7). Ainsi, la longueur efficace du renfort est
infe´rieure a` sa longueur re´elle. Pour certains types de chargement ceci peut avoir une
influence sur le comportement global (caracte´rise´ par la fle`che). La notion de longueur de
diffusion l0 de´ja` introduite dans le cas de l’assemblage par simple recouvrement, est reprise
ici (Lr = Leff + l0). Lors du calcul de la fle`che de l’assemblage colle´, il sera important
de tenir compte de l0 lorsque les effets du second ordre conditionnent la fle`che (cas du
flambage). Les formules analytiques de la fle`che et du moment sont explicite´es pour divers
cas particuliers.
5.3.1 Sous charge re´partie
Dans ce cas, seuls q1 et q3 sont conside´re´s (N = 0). Ainsi, il vient pour le moment,

∀x ∈ [−a, 0], M−0 (x) = −
q1
2 (x+ a)(2L− x− a) + q3(x+ a)Lr
∀x ∈ [0, Lr], M+0 (x) = −
q1
2 (x+ a)(2L− x− a)−
q3
2
[
x2 − 2Lr(x+ a)
] (5.36)
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et la fle`che,
∀x ∈ [−a, 0], w−0 (x) =−
q1(x+ a)
24
[
x3 + (3a− 4L)x2 + a(x− a)(3a− 8L)
D˜1
]
− q1(x+ a)6
[
2L3 − 3La2 + a3
D˜eq
]
− q3Lr(x+ a)6
[
x2 + 2ax− 2a2
D˜1
− 2Lr 3a+ Lr
D˜eq
]
∀x ∈ [0, Lr], w+0 (x) =−
q1
24
[
x3(x− 4Lr)− 6ax2(2Lr + a)
D˜eq
]
− q124
[
4Lr(x+ a)(3a2 + 6aLr + 2L2r)
D˜eq
]
− q124
[
5a4 + 8a3Lr
D˜1
]
− q324
[
8Lra3
D˜1
]
+ q324
[
8Lr(x+ a)(3a2 + L2r) + x3(x− 4Lr)
D˜eq
]
(5.37)
Les figures 5.8 et 5.9 illustrent, dans le cas δ = 0.8 avec les proprie´te´s donne´es dans
le tableau 5.1 et q1 = −1 N.mm−1, les contraintes de cisaillement et de pelage au milieu
du joint le long de la zone de recouvrement. Ces figures montrent que les termes expo-
nentiels dans les formules des contraintes (e´quations 4.51 et 4.52) ont un impact localise´
aux extre´mite´s. En revanche, la solution particulie`re de´termine l’allure des re´partitions
des contraintes en zone courante. Elles modifient e´galement la distribution en zone d’ex-
tre´mite´ : cet effet correspond au couplage entre le cisaillement et le pelage.
5.3.2 Sous chargement thermique
Dans ce cas, le chargement me´canique est nul. Un chargement thermique ∆T est ap-
plique´ a` l’ensemble de la structure. La courbure χ0 au droit de la partie assemble´e est
constante. Dans la structure e´quivalente rendue homoge`ne, le calcul des re´sultantes dans
une section de la zone renforce´e donne :
b
∫
σx(z)dz = N1 +N3 = 0
b
∫
zσx(z)dz = M1 + z1N1 +M3 + z3N3 = 0
(5.38)
Avec, 
N1 = E˜1bt1(ε0 − z1χ0 − α1∆T )
N3 = E˜3bt3(ε0 − z3χ0 − α3∆T )
M1 = −D˜1χ0
M3 = −D˜3χ0
(5.39)
Cela conduit a`,
χ0 = − A˜1A˜3(z1 − z3)(α1 − α3)∆T
A˜1A˜3(z1 − z3)2 + (D˜1 + D˜3)(A˜1 + A˜3)
(5.40)
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Figure 5.8 – De´composition de la contrainte de cisaillement dans le cas δ = 0.8 avec les
proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et q1 = −1 N.mm−1.
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5.3. Cas d’une poutre renforce´e en flexion/compression
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Figure 5.9 – De´composition de la contrainte de pelage dans le cas δ = 0.8 avec les
proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et q1 = −1 N.mm−1.
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La fle`che de l’assemblage prend la forme suivante :
∀x ∈ [−a, 0], w−0 (x) = Cw1x+ Cw2
∀x ∈ [0, Lr], w+0 (x) =
χ0
2 x
2 + Cw3x+ Cw4
(5.41)
En appliquant les conditions aux limites suivantes,
w−0 (−a) = 0
w−0 (0) = w+0 (0)
w−0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
= w
+
0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
w+0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=Lr
= 0
(5.42)
Il vient : 
Cw1 = −χ0Lr
Cw2 = −χ0aLr
Cw3 = −χ0Lr
Cw4 = −χ0aLr
(5.43)
Ainsi,  ∀x ∈ [−a, 0], M
−
0 (x) = 0
∀x ∈ ]0, Lr], M+0 (x) = −χ0Deq
(5.44)
La courbure χ0 e´tant donne´e par l’e´quation 5.40.
5.3.3 Sous charge de compression
L’e´quation 3.10 applique´e a` la structure de´finie sur la figure 5.6 (en ne conside´rant que
N > 0) donne la fle`che sous le forme suivante, ∀x ∈ [−a, l0], w
−
0 (x) = Cg1 cos kgx+ Cg2 sin kgx
∀x ∈ [l0, Lr], w+0 (x) = Cd1 cos kdx+ Cd2 sin kdx+ e
(5.45)
Avec, 
kg =
√
N
D˜1
kd =
√
N
D˜eq
e = t12 −
n∑
i=1
ziEiΩi
n∑
i=1
EiΩi
(5.46)
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Les 4 constantes d’inte´gration Cg1, Cg2, Cd1, Cd2 sont de´termine´es a` l’aide des condi-
tions aux limites suivantes, 
w−0 (−a) = 0
w−0 (l0) = w+0 (l0)
w−0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
= w
+
0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=0
w+0 (x)
dx
∣∣∣∣∣
x=Lr
= 0
(5.47)
Il vient,
Cg1 =
ekd (tan kdLr cos kdl0 − sin kdl0) tan kga
Kgd
Cg2 =
ekd (tan kdLr cos kdl0 − sin kdl0)
Kgd
Cd1 = −ekg (tan kga sin kgl0 − cos kgl0)
Kgd
Cd2 = −ekg (tan kga sin kgl0 − cos kdl0) tan kdLr
Kgd
Kgd =kd [sin kgl0 + tan kga cos kgl0] [tan kdLr cos kdl0 − sin kdl0]
+ kg [cos kdl0 + tan kdLr sin kdl0] [tan kga sin kgl0 − cos kgl0]
(5.48)
Comme pre´ce´demment, il reste a` de´finir le parame`tre l0. En zone d’extre´mite´, w1 et
w3 s’e´loignent fortement de la valeur de la fle`che w0 (fle`che de la structure e´quivalente
rendue homoge`ne) : il en re´sulte la contrainte de pelage. Cette diffe´rence entre les fle`ches
est maximale en x = 0. Par comparaison a` des mode`les e´le´ments finis, l0 correspond a` la
distance ne´cessaire pour que la diffe´rence entre w1 et w3 se stabilise a` moins de 85% de la
diffe´rence maximale. Par les hypothe`ses cine´matiques, la diffe´rence de fle`che des adhe´rents
est directement lie´e a` la contrainte de pelage au sein de l’adhe´sif. Ainsi, l0 est obtenue a`
partir de la distance caracte´ristique λ−1σ de l’e´quation diffe´rentielle 4.38, soit,
l0 ≈ 2λ−1σ (5.49)
Cette valeur a e´te´ de´termine´e pour des renforts suffisamment fins pour ne´gliger les effets
de cisaillement dans les adhe´rents. A partir de cette distance, le renfort est conside´re´
comme pleinement efficace. Les figures 5.10 et 5.11 illustrent l’influence de cette zone
d’interaction sur le comportement global de l’assemblage. Ces figures ont e´te´ re´alise´es avec
les proprie´te´s de´finies par le tableau 5.1. La force de compression N est de 400 N. La figure
5.10 montre l’influence de l0 lorsque N se rapproche de la charge critique de flambage. La
figure 5.11 compare la fle`che obtenue par un mode`le e´le´ments finis aux fle`ches obtenues
analytiquement sans/avec prise en compte de la la longueur de diffusion l0. Cette figure
montre la concordance des re´sultats nume´riques avec la solution analytique en tenant
compte de l0.
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Figure 5.10 – Influence de la zone d’interaction l0 sur le comportement global d’une
poutre renforce´e comprime´e.
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Figure 5.11 – Influence de la zone d’interaction l0 sur le comportement global d’une
poutre renforce´e comprime´e pour δ = 0.6.
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5.3. Cas d’une poutre renforce´e en flexion/compression
A partir de la fle`che , il vient pour M0(0),
M0(0) = Cg1N (5.50)
Les constantes d’inte´gration aτ , bτ , aσ et bσ sont de´finies par les e´quations 5.35 et 5.50.
Les figures 5.12 et 5.13 illustrent, dans le cas δ = 0.8 avec les proprie´te´s donne´es dans
le tableau 5.1 et N = 300 N, les contraintes de cisaillement et de pelage au milieu du joint
le long de la zone de recouvrement. Ces figures montrent comme dans le cas de la charge
re´partie que les termes en exponentiel dans les formules des contraintes (e´quations 4.51 et
4.52) ont un impact localise´ aux extre´mite´s. En revanche, la solution particulie`re de´ter-
mine l’allure des re´partitions de contrainte en zone courante. Ce phe´nome`ne est davantage
marque´ sur la contrainte de cisaillement. Les solutions particulie`res contribuent e´galement
a` accentuer les pics de contrainte en zone d’extre´mite´ : cet effet correspond au couplage
entre le cisaillement et le pelage. Cette de´composition met en avant l’inte´reˆt de pouvoir
calculer la fle`che w0 de l’assemblage colle´ rendu homoge`ne. En effet, le calcul des solutions
particulie`res et des constantes d’inte´gration est base´ sur w0 et ses de´rive´es.
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Figure 5.12 – De´composition de la contrainte de cisaillement dans le cas δ = 0.8 avec
les proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et N = 300 N.
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Figure 5.13 – De´composition de la contrainte de pelage dans le cas δ = 0.8 avec les
proprie´te´s donne´es dans le tableau 5.1 et N = 300 N.
85
CHAPITRE 5. Identification du mode`le pour des configurations particulie`res
86
Chapitre 6
Influence de diverses hypothe`ses
simplificatrices
6.1 Cas d’une poutre renforce´e sous charge re´partie . . . . . . . . . 88
6.1.1 Influence des effets de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
6.1.2 Influence du couplage des contraintes de cisaillement et de pelage 90
6.2 Cas d’une poutre renforce´e comprime´e . . . . . . . . . . . . . . 91
6.2.1 Influence des effets de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.2.2 Influence du couplage des contraintes de cisaillement et de pelage 92
6.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
87
CHAPITRE 6. Influence de diverses hypothe`ses simplificatrices
Cette partie a pour objectif d’e´valuer l’influence des hypothe`ses simplificatrices fre´-
quemment rencontre´es dans la litte´rature a` savoir la non prise en compte des effets de
courbure ou l’omission des effets de couplage entre contrainte de cisaillement et contrainte
de pelage dans le joint. Cette e´tude est base´e sur le cas d’une poutre renforce´e soumise
a` deux configurations de chargements : la flexion sous charge re´partie et le flambage. Il
est pre´sente´ figure 5.6. Les parame`tres utilise´s sont de´finis par le tableau 6.1. La flexion
correspond a` un cas ou` les effets du second ordre ont peu d’influence sur le comportement
global. Le flambage est un cas de chargement ou` les effets du second ordre conditionnent
le comportement de l’assemblage.
b = 1 mm t1 = 3 mm E1 = 72 GPa ν1 = 0.3
L = 50 mm t2 = 0.2 mm E2 = 1.95 GPa ν2 = 0.3
t3 = 1 mm E3 = 200 GPa ν3 = 0.3
Table 6.1 – Donne´es nume´riques utilise´es dans le cas d’une poutre renforce´e.
6.1 Cas d’une poutre renforce´e sous charge re´partie
La structure est soumise a` une charge re´partie q1 = −1 N.mm−1. Les autres efforts
sont nuls (i.e. P = N = q3 = 0).
6.1.1 Influence des effets de courbure
Pour ne´gliger les effets de courbure dans la solution pre´ce´dente, il suffit de prendre
ϕ = 0 dans les e´quations 4.38 et 4.39.
Les figures 6.1 et 6.2 pre´sentent la contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif le long de
la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence des effets de courbure sur la contrainte
de pelage pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel (δ = 0.6).
L’effet de courbure intervient au niveau de la zone courante pour la contrainte de pelage.
L’ordre de grandeur de cet impact est de 1 MPa. Ceci explique que l’effet reste presque
invisible lorsque le renforcement devient partiel (l’ordre de grandeur des contraintes en jeu
n’est plus comparable). Le tableau 6.2 permet de confirmer que les effets de courbure n’ont
pas une grosse influence sur les valeurs de pic de contrainte de pelage. Lorsque les effets du
second ordre sont ne´glige´s, la contrainte de pelage est sous estime´e d’environ 7.5% pour
0.4 ≤ δ ≤ 0.8. Pour un renforcement inte´gral, il est important de prendre en compte les
effets du second ordre pour obtenir la re´partition de contrainte correcte en zone courante.
Les figures 6.3 et 6.4 pre´sentent la contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif le
long de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence des effets de courbure sur la
contrainte de cisaillement pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement
partiel (δ = 0.6). Pour les deux cas e´tudie´s, les effets de courbure ne modifient pas sensi-
blement la re´partition de contrainte de cisaillement au sein de l’adhe´sif. Ces re´sultats se
retrouvent dans le tableau 6.2. Les valeurs des pics de contrainte de cisaillement restent
relativement proches de la solution comple`te, la suppression des effets du second ordre
conduit a` surestimer la contrainte de cisaillement d’environ 5%.
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6.1. Cas d’une poutre renforce´e sous charge re´partie
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Figure 6.1 – Influence des effets de
courbure sur la contrainte de pelage
en flexion sous charge re´partie (δ =
1).
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Figure 6.2 – Influence des effets de
courbure sur la contrainte de pelage
en flexion sous charge re´partie (δ =
0.6).
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Figure 6.3 – Influence des effets
de courbure sur la contrainte de ci-
saillement en flexion sous charge re´-
partie (δ = 1).
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Figure 6.4 – Influence des effets
de courbure sur la contrainte de ci-
saillement en flexion sous charge re´-
partie (δ = 0.6).
89
CHAPITRE 6. Influence de diverses hypothe`ses simplificatrices
δ 1 0.8 0.6 0.4
Mode`le complet
σmax (MPa) 12.6 64.6 103.2 128.1
τmax (MPa) 15.7 59.3 93.6 118.1
Mode`le sans effet de courbure
σmax (MPa) 12.4 59.1 95 119.8
τmax (MPa) 16.3 62.7 98 122.1
Diffe´rence
σmax (%) -1.6 -8.5 -7.9 -6.5
τmax (%) +3.8 +5.7 +4.7 +3.4
Table 6.2 – Comparaison des pics de contraintes de cisaillement et de pelage en flexion
sous charge re´partie pour diverses valeurs de δ (Mode`le complet/Mode`le sans effet de
courbure).
6.1.2 Influence du couplage des contraintes de cisaillement et de pelage
Pour ne´gliger le couplage dans la solution pre´ce´dente, il suffit de supprimer les termes
en σ et τ dans les second membres des e´quations 4.38 et 4.39.
Les figures 6.5 et 6.6 pre´sentent la contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif le long
de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence du couplage sur la contrainte de
pelage pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel (δ = 0.6). Le
couplage intervient principalement en extre´mite´, dans la zone de pic de contrainte. Lorsque
le renforcement est inte´gral, le couplage n’influe pas sur la re´partition de la contrainte. En
revanche, dans le cas d’un renforcement partiel, le couplage accentue le pic de contrainte
en extre´mite´. Le tableau 6.3 permet de confirmer que le couplage augmente d’environ 25%
le pic de contrainte de pelage pour un renforcement partiel lorsque 0.4 ≤ δ ≤ 0.8.
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Figure 6.5 – Influence du couplage
sur la contrainte de pelage en flexion
sous charge re´partie (δ = 1).
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Figure 6.6 – Influence du couplage
sur la contrainte de pelage en flexion
sous charge re´partie (δ = 0.6).
Les figures 6.7 et 6.8 pre´sentent la contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif le
long de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence du couplage sur la contrainte
de cisaillement pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel
(δ = 0.6). Comme pour la contrainte de pelage, le couplage accentue le pic en extre´mite´
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6.2. Cas d’une poutre renforce´e comprime´e
δ 1 0.8 0.6 0.4
Mode`le complet
σmax (MPa) 12.6 64.6 103.2 128.1
τmax (MPa) 16.3 59.3 93.6 118.1
Mode`le de´couple´
σmax (MPa) 12.8 51.6 79 94.6
τmax (MPa) 16.3 50.6 77.2 96.2
Diffe´rence
σmax (%) +1.6 -20.1 -23.4 -26.2
τmax (%) 0 -14.7 -17.5 -18.5
Table 6.3 – Comparaison des pics de contraintes de cisaillement et de pelage en flexion
sous charge re´partie pour diverses valeurs de δ (Mode`le complet/Mode`le de´couple´).
d’environ 17% (Cf. Tableau 6.3) pour un renforcement partiel (0.4 ≤ δ ≤ 0.8).
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Figure 6.7 – Influence du couplage
sur la contrainte de cisaillement en
flexion sous charge re´partie (δ = 1).
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Figure 6.8 – Influence du cou-
plage sur la contrainte de cisaille-
ment en flexion sous charge re´partie
(δ = 0.6).
6.2 Cas d’une poutre renforce´e comprime´e
La structure est soumise a` une charge de compression N = 300 N. Les autres efforts
sont nuls (i.e. P = q1 = q3 = 0).
6.2.1 Influence des effets de courbure
Pour ne´gliger les effets de courbure dans la solution pre´ce´dente, il suffit de prendre
ϕ = 0 dans les e´quations 4.38 et 4.39.
Les figures 6.9 et 6.10 pre´sentent la contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif le
long de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence des effets de courbure sur la
contrainte de pelage pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel
(δ = 0.6). L’effet de courbure intervient au niveau de la zone courante pour la contrainte
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de pelage. L’ordre de grandeur de cet impact est infe´rieur a` 1 MPa, ce qui explique que
cet effet est peu visible dans le cas d’un renforcement partiel. En effet l’ordre de grandeur
des contraintes augmente fortement lorsque δ diminue. En revanche, l’influence sur le pic
de contrainte n’est pas ne´gligeable. Dans le cas δ = 0.6, le mode`le sans effet du second
ordre sous estime la contrainte de pelage maximale de 50%. Le tableau 6.4 permet de
confirmer cette tendance sur les renforcements partiels. Pour un renforcement inte´gral, il
est important de prendre en compte les effets du second ordre pour obtenir la re´partition
de contrainte correcte en zone courante.
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Figure 6.9 – Influence des effets de
courbure sur la contrainte de pelage
en flambage (δ = 1).
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Figure 6.10 – Influence des effets
de courbure sur la contrainte de pe-
lage en flambage (δ = 0.6).
Les figures 6.11 et 6.12 pre´sentent la contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif le
long de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence des effets de courbure sur la
contrainte de cisaillement pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement
partiel (δ = 0.6). Pour les deux cas e´tudie´s, les effets de courbure influent sur la zone
courante. La diffe´rence de pic de contrainte s’explique par cette diffe´rence de comportement
en zone courante. La solution particulie`re n’est pas correctement identifie´e lorsque les
effets du second ordre sont ne´glige´s. Il en re´sulte un de´calage pour le pic de contrainte
de cisaillement meˆme si l’ordre de grandeur reste comparable. Ces re´sultats se retrouvent
dans le tableau 6.4. La solution n’e´tant pas correctement de´finie, les pics de contrainte
dans le cas ou` les effets du second ordre sont ne´glige´s peuvent diffe´rer jusqu’a` 200%.
6.2.2 Influence du couplage des contraintes de cisaillement et de pelage
Pour ne´gliger le couplage dans la solution pre´ce´dente, il suffit de supprimer les termes
en σ et τ dans les seconds membres des e´quations 4.38 et 4.39.
Les figures 6.13 et 6.14 pre´sentent la contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif le long
de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence du couplage sur la contrainte de
pelage pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel (δ = 0.6).
Comme dans le cas de la flexion, le couplage intervient principalement en extre´mite´, dans
la zone de pic de contrainte. Le tableau 6.5 permet de montrer que le couplage ame´liore
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Figure 6.11 – Influence des ef-
fets de courbure en flambage sur la
contrainte de cisaillement (δ = 1).
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Figure 6.12 – Influence des effets
de courbure sur la contrainte de ci-
saillement en flambage (δ = 0.6).
δ 1 0.8 0.6 0.4
Mode`le complet
σmax (MPa) -2.4 7.6 19.6 148.4
τmax (MPa) -10.2 -1.2 9.9 122
Mode`le sans effet de courbure
σmax (MPa) -2.4 3.1 9.7 74.5
τmax (MPa) -13.7 -3.6 8.5 127.5
Diffe´rence
σmax (%) 0 -59.2 -50.5 -49.8
τmax (%) +34.3 +200 -14 +4.5
Table 6.4 – Comparaison des pics de contraintes de cisaillement et de pelage en flambage
pour diverses valeurs de δ (Mode`le complet/Mode`le sans effet de courbure).
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conside´rablement le pic de contrainte de pelage.
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Figure 6.13 – Influence du cou-
plage sur la contrainte de pelage en
flambage (δ = 1).
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Figure 6.14 – Influence du cou-
plage sur la contrainte de pelage en
flambage (δ = 0.6).
Les figures 6.15 et 6.16 pre´sentent la contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif le
long de la zone de recouvrement. Elles comparent l’influence du couplage sur la contrainte
de cisaillement pour un recouvrement inte´gral (i.e. δ = 1) et un recouvrement partiel
(δ = 0.6). Comme pour la contrainte de pelage, le couplage accentue la pre´cision du pic
en extre´mite´ d’environ 10− 30% selon la valeur de δ (Cf. Tableau 6.5).
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Figure 6.15 – Influence du cou-
plage sur la contrainte de cisaille-
ment en flambage (δ = 1).
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Figure 6.16 – Influence du cou-
plage sur la contrainte de cisaille-
ment en flambage (δ = 0.6).
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δ 1 0.8 0.6 0.4
Mode`le complet
σmax (MPa) -2.4 7.6 19.6 148.4
τmax (MPa) -10.2 -1.2 9.6 122
Mode`le de´couple´
σmax (MPa) 1.5 8.7 17.2 113.7
τmax (MPa) -9.1 -1.9 6.8 97.2
Diffe´rence
σmax (%) +162 +14.5 -12.2 -23.4
τmax (%) -10.8 -14.7 -29.2 -20.3
Table 6.5 – Comparaison des pics de contraintes de cisaillement et de pelage en flambage
pour diverses valeurs de δ (Mode`le complet/Mode`le de´couple´).
Effets du second ordre Couplage
Contrainte de cisaillement
Zone courante
Pic de contrainte
Pic de contrainte
Contrainte de pelage
Zone courante
Pic de contrainte
Pic de contrainte
Table 6.6 – Conclusion sur l’influence des hypothe`ses simplificatrices rencontre´es dans la
litte´rature sur les contraintes de cisaillement et de pelage.
6.3 Conclusion
Le tableau 6.6 re´capitule l’influence des effets du second ordre et du couplage sur les
contraintes de cisaillement et de pelage. A la vue des exemples pre´ce´dents, les effets du
second ordre conditionnent la solution particulie`re. Cette modification reste en ge´ne´ral
infe´rieure a` quelques MPa pour la contrainte de pelage en zone courante. Dans le cas de
la poutre renforce´e comprime´e, l’influence est plus importante sur la re´partition en zone
courante de la contrainte de cisaillement : le comportement en zone courante n’est pas
correctement de´crit. Il s’ensuit, par le biais de la condition aux limites visant a` respecter
l’e´quilibre statique dans la direction transverse, une modification des pics de contrainte de
pelage et de cisaillement dans tous les cas.
L’effet de couplage est surtout sensible au voisinage des extre´mite´s du renfort. Il contri-
bue a` augmenter le pic de contrainte de l’ordre de 20% pour le pelage et de 15% pour le
cisaillement.
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Cette partie s’inte´resse a` valider la solution analytique pre´sente´e pre´ce´demment. Pour cefaire, le mode`le analytique est compare´ a` des mode`les nume´riques construits sur des
hypothe`ses correspondant a` celles du mode`le analytique. Deux configurations d’assemblage
sont e´tudie´es sous divers chargements. Dans la partie suivante, les hypothe`ses sur lesquelles
le mode`le analytique est fonde´ seront discute´es en comparant la solution a` des re´sultats
expe´rimentaux.
7.1 Cas du joint a` simple recouvrement
7.1.1 Pre´sentation du mode`le
Le mode`le e´tudie´ dans cette partie correspond a` la configuration pre´sente´e dans l’article
de Goland et Reissner de 1944 [46]. Deux substrats rectangulaires sont assemble´s par
collage par l’interme´diaire d’une zone de recouvrement de longueur 2Lr. Les deux substrats
sont choisis identiques (i.e. t1 = t3 et E1 = E3) pour permettre la comparaison avec le
mode`le de la litte´rature (Figure 7.1). Le substrat gauche (3) est maintenu en son extre´mite´
par une liaison pivot. Une force de traction T par unite´ de largeur est applique´e au substrat
droit (1). Ce chargement ge´ne`re un effort de cisaillement et de pelage au sein du joint
de colle. Le parame`tre δ est introduit pour de´finir la proportion de recouvrement (δ =
Lr/L). Ainsi δ peut eˆtre fixe´ entre 0 et 1. L’origine des x est prise au bord de la zone de
recouvrement, au milieu du joint.
t 1
t 1 t 2
Lra
2 L
T
1
3
x
0
Figure 7.1 – Pre´sentation du mode`le e´tudie´ dans le cas du joint a` simple recouvrement
[46].
La solution de Goland et Reissner est la plus connue concernant la configuration d’un
joint a` simple recouvrement. Les deux auteurs font l’hypothe`se que les de´formations de
cisaillement dans les adhe´rents restent ne´gligeables par rapport a` la de´formation dans
l’adhe´sif. Les e´quations suivantes correspondent aux contraintes de cisaillement τGR et de
pelage σGR au sein d’une jonction relativement flexible de´finies par Goland et Reissner.
τGR(x) =
−T
8Lr
βLrt1 (1 + 3k)
cosh βx
t1
sinh βLr
t1
+ 3(1− k)
 (7.1)
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b = 30 mm t1 = 4 mm E1 = 72 GPa ν1 = 0.3
L = 100 mm t2 = 0.2 mm E2 = 1.95 GPa ν2 = 0.3
T = 600 N.mm−1
Table 7.1 – Donne´es nume´riques utilise´es dans le cas du joint a` simple recouvrement.
σGR(x) =
Tt1
Lr
2∆
[(
R2λGR
2k
2 + λGRk
′ coshλGR cosλGR
)
cosh λGRx
Lr
cos λGRx
Lr
+
(
R1λGR
2k
2 + λGRk
′ sinhλGR sinλGR
)
sinh λGRx
Lr
sin λGRx
Lr
] (7.2)
Avec 
β =
√
8G2t1
E1t2
, γGR =
(6E2t1
˜E1t2
)1/4
, λGR =
γGRLr
t1
DGR1 =
E1t31
12(1− ν21)
et DGR2 = 8DGR1
v1 =
√
T
DGR1
, v2 =
√
T
DGR2
k = cosh v2Lr
cosh v2Lr + 2
√
2 sinh v2Lr
T0 = kT
√
3(1− ν21)
T
t1E1
, k′ = kLr
t1
√
3T
t1E˜1
R1 = coshλGR sinλGR + sinhλGR cosλGR
R2 = sinhλGR cosλGR − coshλGR sinλGR
∆ = 12 (sinh 2λGR + sin 2λGR)
(7.3)
Les valeurs nume´riques utilise´es sont pre´sente´es table 7.1. Les adhe´rents sont en alumi-
nium. La valeur du module d’Young retenue pour l’adhe´sif correspond a` celle de la FM73
[110, 112] (adhe´sif utilise´ dans le domaine de l’ae´ronautique).
7.1.2 Mode´lisation
Afin de valider le mode`le analytique, nous avons re´alise´ un mode`le nume´rique sous
ANSYS. Pour se rapprocher au mieux des hypothe`ses retenues pour le mode`le analytique,
les diffe´rents composants sont suppose´s suivre un comportement e´lastique line´aire de´fini
par E et ν (Table 7.1). Les dimensions ge´ome´triques sont donne´es dans la table 7.1. Les
e´le´ments utilise´s sont de type PLANE183, e´le´ment quadrangulaire plan a` 8 noeuds [3].
Chaque noeud posse`de deux degre´s de liberte´ : translation suivant les directions x et z.
L’e´le´ment prend en compte les effets non-line´aires ge´ome´triques. Les contraintes obtenues
correspondent au tenseur de Cauchy.
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Le joint colle´ est une partie de´licate a` mode´liser si l’on ne veut pas augmenter consi-
de´rablement le nombre d’e´le´ments. En effet, l’e´paisseur de la colle est tre`s petite devant
la longueur du substrat et du renfort. Il est fre´quent d’utiliser le maillage pre´sente´ figure
7.2 pour obtenir une bonne pre´cision dans la zone de l’adhe´sif. La partie claire au milieu
de l’e´paisseur correspond au joint de colle. La convergence du maillage a e´te´ e´tudie´e pour
Figure 7.2 – Raffinement du
maillage a` proximite´ de l’adhe´sif sur
la configuration d’un joint a` simple
recouvrement.
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Figure 7.3 – Etude de la convergence
de maillage pour δ = 0.4. Ce cas, cor-
respond une situation de´favorable au ni-
veau des pics de contrainte en extre´mite´ :
la courbure augmente lorsque la zone de
recouvrement diminue.
les diffe´rentes valeurs de δ e´tudie´es. Pour exemple, la figure 7.3 pre´sente l’e´volution des
pics de contrainte de cisaillement et de pelage en extre´mite´ au milieu de l’adhe´sif pour
δ = 0.4. Ce cas correspond a` une situation relativement de´favorable pour l’adhe´sif (les
pics de contrainte augmentent avec la fle`che, i.e. la longueur de recouvrement diminue). A
partir de deux e´le´ments dans l’e´paisseur du joint de colle, le pic de contrainte en extre´mite´
se stabilise. La pre´cision de maillage retenue correspond a` deux e´le´ments dans l’e´paisseur
de joint (Figure 7.2).
7.1.3 Comparaison des re´sultats nume´riques et analytiques
Cette partie pre´sente la comparaison des re´sultats obtenus par la formule de Goland
et Reissner, la solution analytique de´veloppe´e dans le cadre de cette the`se ainsi que les
re´sultats obtenus par le mode`le nume´rique. Les re´sultats de Goland et Reissner sont ici pre´-
sente´s comme re´fe´rence dans le cas ou` les effets du second ordre sont ne´glige´s (les tenseurs
contrainte de Cauchy et Piola-Kirchhoff sont confondus). Les figures 7.4, 7.7, 7.5 et 7.6
repre´sentent l’e´volution des contraintes calcule´es au milieu de l’e´paisseur de l’adhe´sif pour
diverses valeurs de δ. Elles mettent en e´vidence la concordance des re´sultats nume´riques
avec les re´sultats analytiques de la solution de´veloppe´e dans la partie pre´ce´dente.
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Figure 7.4 – Contrainte de cisaillement calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la zone
de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
La figure 7.4 repre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e au milieu
de l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement (en fonction de x). En zone d’extre´mite´,
un pic de contrainte apparaˆıt. Le mode`le analytique traduit correctement le phe´nome`ne
de transfert d’effort entre les deux substrats quelle que soit la proportion de recouvrement
δ. Les longueurs de transfert et les valeurs de pic sont semblables. La figure 7.5 s’attache a`
comparer cette valeur de pic en fonction du taux de renforcement δ. Le pic est correctement
de´crit par le mode`le analytique. De plus, le mode`le apporte une ame´lioration du mode`le
de Goland et Reissner pouvant atteindre 30% suivant les configurations e´tudie´es.
La figure 7.7 repre´sente l’e´volution de la contrainte de pelage calcule´e au milieu de
l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ. Comme pour
la contrainte de cisaillement, en zone d’extre´mite´, un pic de contrainte apparaˆıt. Le com-
portement en extre´mite´ est convenablement pris en compte dans le mode`le analytique.
La figure 7.6 compare la valeur maximale en fonction de δ. Cette valeur est correctement
calcule´e par le mode`le analytique. De plus, le mode`le apporte une ame´lioration du mode`le
de Goland et Reissner pouvant atteindre 80% suivant les configurations e´tudie´es.
La bonne e´valuation du pic de contrainte permet de dimensionner le joint de colle.
Le couplage complexe des contraintes de cisaillement et de pelage ne´cessite d’utiliser des
crite`res de rupture. Pour exemple, la figure 7.8 pre´sente la contrainte e´quivalente de´finie
par Gali & Isha¨ı spe´cifiquement pour les adhe´sifs [44] (Cf. e´quation 2.32). Cette figure
montre une bonne concordance entre les valeurs donne´es par les mode`les nume´riques et
analytiques. En revanche, la formulation de Goland & Reissner surestime la contrainte
e´quivalente d’environ 30 − 40% lorsque la longueur de recouvrement devient importante
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Figure 7.5 – Contrainte de cisaille-
ment maximale au milieu de l’adhe´-
sif en fonction de δ (en extre´mite´).
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Figure 7.6 – Contrainte de pelage
maximale au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ (en extre´mite´).
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Figure 7.7 – Contrainte de pelage calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la zone de
recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
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Figure 7.8 – Contrainte e´quivalente de Gali & Isha¨ı calcule´e au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ.
par rapport a` la longueur des substrats.
La tre`s bonne concordance entre les re´sultats analytiques et nume´riques confirme l’im-
portance de prendre en compte les effets non line´aires ge´ome´triques et le couplage entre
les contraintes de cisaillement et de pelage.
7.2 Cas d’une poutre renforce´e
7.2.1 Pre´sentation du mode`le
Le mode`le e´tudie´ dans cette partie correspond a` la configuration d’un renfort colle´
sur une structure dans le but de diminuer le niveau de contrainte au sein du composant
renforce´. Le renfort rectangulaire est colle´ sur un substrat en ge´ne´ral plus long. La zone de
collage, appele´e zone de recouvrement, est de longueur 2Lr. L’assemblage est simplement
appuye´ a` ses extre´mite´s (Figure 7.9). Diffe´rents cas de chargement sont e´tudie´s (charge
re´partie, force ponctuelle, flambage, chargement thermique).
Divers chargements sont applique´s sur l’assemblage. Ils ge´ne`rent un effort de cisaille-
ment et de pelage au sein du joint de colle. Le parame`tre δ est introduit pour de´finir la
proportion de recouvrement (δ = Lr/L). Ainsi δ varie entre 0 et 1. Lorsque δ tend vers 0
la longueur de recouvrement Lr tend vers 0.
Les valeurs nume´riques utilise´es sont pre´sente´es dans le tableau 7.2. Le substrat 1 est
en aluminium. Le renfort (composant 3) est en acier. La valeur du module d’Young retenue
pour l’adhe´sif correspond a` celle de la FM73 [110, 112] (adhe´sif utilise´ dans le domaine
de l’ae´ronautique). Les dimensions ge´ome´triques choisies sont relativement petites par
105
CHAPITRE 7. Validation par comparaison avec des mode`les nume´riques
x
a
2 Lr
a2 Lr
Figure 7.9 – Pre´sentation du mode`le
e´tudie´ dans le cas d’une poutre renfor-
ce´e.
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Figure 7.10 – Pre´sentation du mode`le
e´tudie´ dans le cas d’une poutre renforce´e
en flexion trois points.
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Figure 7.11 – Pre´sentation du mode`le
e´tudie´ dans le cas d’une poutre renforce´e
sous charge re´partie.
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Figure 7.12 – Pre´sentation du mode`le
e´tudie´ dans le cas d’une poutre renforce´e
comprime´e.
b = 1 mm t1 = 3 mm E1 = 72 GPa ν1 = 0.3 α1 = 23.10−6 ◦C−1
L = 50 mm t2 = 0.2 mm E2 = 1.95 GPa ν2 = 0.3 α2 = 23.10−6 ◦C−1
t3 = 1 mm E3 = 200 GPa ν3 = 0.3 α3 = 12.10−6 ◦C−1
Table 7.2 – Donne´es nume´riques utilise´es dans le cas d’une poutre renforce´e.
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rapport a` la re´alite´. Cependant, elles permettent de re´aliser des mode`les nume´riques de
taille re´duite, donc de re´solution plus rapide. Ces dimensions permettent tout de meˆme
d’e´tudier le phe´nome`ne de transfert d’effort (L l0).
7.2.2 Mode´lisation
Comme pour le cas pre´ce´dent, nous avons re´alise´ un mode`le nume´rique sous ANSYS
en utilisant des e´le´ments de type PLANE183 [3]. Pour se rapprocher au mieux des hypo-
the`ses retenues par le mode`le analytique, les diffe´rents composants sont suppose´s suivre
un comportement e´lastique line´aire de´fini par E et ν (Cf. tableau 7.2). Les dimensions
ge´ome´triques sont de´taille´es dans le tableau 7.2. Le maillage dans la zone a` proximite´
du joint d’adhe´sif est progressivement affine´. Le maillage pre´sente´ figure 7.13 est utilise´
pour obtenir une bonne pre´cision dans la zone de l’adhe´sif. La partie claire au milieu de
l’e´paisseur correspond au joint de colle.
Figure 7.13 – Raffinement du
maillage a` proximite´ de l’adhe´sif sur
la configuration renfort colle´ sur un
substrat.
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Figure 7.14 – Etude de la convergence
de maillage pour δ = 0.4. Ce cas, cor-
respond une situation de´favorable au ni-
veau des pics de contrainte en extre´mite´ :
la courbure augmente lorsque la zone de
recouvrement diminue.
La convergence en fonction du maillage a e´te´ e´tudie´e pour les diffe´rentes valeurs de
δ e´tudie´es. Pour exemple, la figure 7.14 repre´sente l’e´volution des pics de contrainte de
cisaillement et de pelage en extre´mite´ au milieu de l’adhe´sif lorsque l’assemblage est soumis
a` une charge excentre´e pour δ = 0.4 (Figure 7.12). Ce cas correspond a` une situation
relativement de´favorable pour l’adhe´sif (les pics de contrainte augmentent avec la fle`che,
i.e. la longueur de recouvrement diminue). A partir de deux e´le´ments dans l’e´paisseur du
joint de colle, le pic de contrainte en extre´mite´ se stabilise. La taille du maillage retenue
correspond a` deux e´le´ments dans l’e´paisseur de joint (Figure 7.13). Ce maillage permet
d’obtenir un temps de calcul raisonnable avec le logiciel ANSYS.
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7.2.3 Cas d’une poutre renforce´e en flexion trois points
Le mode`le est pre´sente´ figure 7.10. Pour l’application nume´rique, P est fixe´ a` 50 N.
Les re´sultats sont compare´s au mode`le de Smith & Teng [106]. Dans ce dernier mode`le,
les auteurs font l’hypothe`se que la contrainte de pelage n’accentue pas la contrainte de
cisaillement (phe´nome`ne localise´ a` la zone d’ancrage). Seul l’effort tranchant de la structure
e´quivalente homoge`ne est pris en compte :
d2τ(x)
dx2
− λ2ST τ(x) = m1λ2STT0(x) (7.4)
Les constantes λST et m1 sont de´finies ci-dessous. La contrainte de pelage n’influence pas la
re´partition de la contrainte de cisaillement. Seule la contrainte de cisaillement intervient
dans l’e´quation diffe´rentielle de la contrainte de pelage. Smith & Teng de´finissent les
contraintes de cisaillement et de pelage par les e´quations suivantes :
τST (x) =
m2
λST
a
P
2 e
−λST x +m1
P
2 −m1Pe
−λSTLr coshλSTx (7.5)
σST (x) = e−βx [C1 cosβx+ C2 sin βx]− n1dτST (x)
dx
(7.6)
Avec 
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√
ksb
(y1 + y3)(y1 + y3 + t2)
D˜1 + D˜3
+ 1
A˜1
+ 1
A˜3
m1 = ks
1
λST
y1 + y3
D˜1 + D˜3
, m2 = ks
y1
D˜1
β = 4
√
kpb
4
( 1
D˜1
+ 1
D˜3
)
n1 =
y1D˜3 − y3D˜1
D˜1 + D˜3
, n3 = bks
(
y1
D˜1
− y3
D˜3
)
M0(0) = a
P
2 , T0(0) =
P
2
C1 =
kp
2β3D˜1
[T0(0) + βM0(0)]− n32β3 τST (0)
+ n12β3
(
d4τST (x)
dx4
∣∣∣∣∣
x=0
+ β d
3τST (x)
dx3
∣∣∣∣∣
x=0
)
C2 = − kp2β2D˜1
M0(0)− n12β2
d3τST (x)
dx3
∣∣∣∣∣
x=0
(7.7)
La solution analytique utilise´e est celle de´veloppe´e dans la partie 5.2. Les figures 7.15, 7.18,
7.16 et 7.17 pre´sentent la comparaison des re´sultats obtenus par le mode`le de Smith &
Teng, la solution analytique de´veloppe´e dans ce document ainsi que les re´sultats obtenus
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par le mode`le nume´rique. En extre´mite´, l’allure ge´ne´rale de la contrainte de cisaillement et
de pelage est similaire. Une diffe´rence apparaˆıt sur la valeur du pic de contrainte calcule´.
La figure 7.15 repre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e au milieu
de l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour δ = 0.8. En zone d’extre´mite´, un
pic de contrainte apparaˆıt. Le renfort rentre progressivement en tension afin de limiter la
flexion. Ce transfert d’effort ge´ne`re un pic de cisaillement en extre´mite´ du recouvrement
de l’assemblage au sein de l’adhe´sif. La figure 7.16 s’attache a` comparer cette valeur de
pic en fonction de δ. Ce pic est correctement de´crit par le mode`le analytique. De plus,
le mode`le apporte une ame´lioration du mode`le de Smith & Teng pouvant atteindre 16%
suivant les configurations e´tudie´es. L’ame´lioration apparaˆıt surtout pour des longueurs de
recouvrement faibles par rapport a` la longueur totale 2L. Cette configuration est la plus
souvent rencontre´e dans le cas du renforcement d’une structure.
La figure 7.18 repre´sente l’e´volution de la contrainte de pelage calcule´e au milieu de
l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour δ = 0.8. Comme pour la contrainte
de cisaillement, en zone d’extre´mite´, un pic de contrainte apparaˆıt. Le renfort n’accom-
pagne pas totalement le substrat en extre´mite´. Cela cre´e une force transverse a` l’origine
du pelage. Suivant la concavite´ de la fle`che, cette force transverse est de traction ou de
compression. La figure 7.17 repre´sente cette valeur maximale de contrainte de pelage en
fonction de δ pour les diffe´rents mode`les. Cette valeur est correctement calcule´e par le mo-
de`le analytique. De plus, le mode`le apporte une ame´lioration du mode`le de Smith & Teng
pouvant atteindre 10%.
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Figure 7.15 – Contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif en fonction de x pour
δ = 0.8.
7.2.4 Cas d’une poutre renforce´e sous charge re´partie
Le mode`le ge´ome´trique est pre´sente´ figure 7.11. Pour l’application nume´rique, plusieurs
cas ont e´te´ explore´s : q1 est fixe´ a` −1 N.mm−1 et q3 prend les valeurs −0.5, 0, 0.5 N.mm−1.
Les re´sultats sont compare´s au mode`le de Smith & Teng [106]. Dans ce dernier mode`le,
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Figure 7.16 – Contrainte de ci-
saillement maximale au milieu de
l’adhe´sif en fonction de δ.
1 0.8 0.6 0.40
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
δ
σ
m
a
x 
( M
P a
)
 
 
Numérique
Analytique
Smith & Teng
Figure 7.17 – Contrainte de pelage
maximale au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ.
les auteurs font l’hypothe`se que la contrainte de pelage n’accentue pas la contrainte de
cisaillement (phe´nome`ne localise´ a` la zone d’ancrage). Seul l’effort tranchant de la structure
e´quivalente homoge`ne est pris en compte :
d2τ(x)
dx2
− λ2ST τ(x) = m1λ2STT0(x) (7.8)
La contrainte de pelage n’influence pas la re´partition de la contrainte de cisaillement.
Seule la contrainte de cisaillement intervient dans l’e´quation diffe´rentielle de la contrainte
de pelage. Smith & Teng de´finissent les contraintes de cisaillement et de pelage par les
e´quations suivantes :
τST (x) = −
[
m2a
2 (2L− a)−m1
]
q1e−λST x
λST
−m1q1 (Lr − x) (7.9)
σST (x) = e−βx [C1 cosβx+ C2 sin βx]− n1dτST (x)
dx
+ n2q1 (7.10)
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Figure 7.18 – Contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif en fonction de x pour δ = 0.8.
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x=0
(7.11)
Les figures 7.19, 7.22, 7.20, 7.21 pre´sentent une comparaison des re´sultats obtenus par
la solution analytique de´veloppe´e dans le cadre de cette the`se, les re´sultats obtenus par le
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mode`le nume´rique ainsi que ceux donne´s par la formule de Smith & Teng lorsque cela est
possible (q3 = 0). Les re´sultats de Smith & Teng sont ici pre´sente´s comme re´fe´rence dans le
cas ou` les effets du second ordre et les effets de couplage sont ne´glige´s (tenseurs contrainte
de Cauchy et de Piola-Kirchhoff confondus). Ils permettent de souligner l’apport des effets
non line´aires ge´ome´triques et du couplage entre les contraintes de cisaillement et de pelage.
Ces figures mettent en e´vidence la concordance des re´sultats nume´riques avec la solution
analytique de´veloppe´e dans ce document.
La figure 7.19 repre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e au milieu
de l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ. En zone
d’extre´mite´, un pic de contrainte apparaˆıt. Le renfort rentre progressivement en tension.
Ce transfert d’effort ge´ne`re un pic de cisaillement en extre´mite´ du recouvrement de l’as-
semblage au sein de l’adhe´sif. La figure 7.20 s’attache a` comparer cette valeur de pic en
fonction de δ pour q3 = 0. Ce pic est correctement de´crit par le mode`le analytique. De
plus, le mode`le apporte une ame´lioration par rapport au mode`le de Smith & Teng pouvant
atteindre 16% suivant les configurations e´tudie´es.
La figure 7.22 repre´sente l’e´volution de la contrainte de pelage calcule´e au milieu de
l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ. Comme pour la
contrainte de cisaillement, un pic de contrainte apparaˆıt duˆ a` un effort de flexion localise´
en extre´mite´. Cela cre´e un force transverse a` l’origine du pelage. Suivant la concavite´ de
la fle`che, cette force transverse est de traction ou de compression. La figure 7.21 compare
cette valeur maximale de pelage en fonction de δ pour q3 = 0. Cette valeur est correctement
calcule´e par le mode`le analytique. De plus, le mode`le apporte une ame´lioration par rapport
au mode`le de Smith & Teng pouvant atteindre 50% dans le cas d’un renfort inte´gral (faible
niveau de contrainte). Dans le cas d’un renfort partiel, le mode`le analytique apporte une
ame´lioration de 10% par rapport au mode`le de Smith & Teng.
La bonne e´valuation du pic de contrainte permet de dimensionner le joint de colle.
Le couplage complexe des contraintes de cisaillement et de pelage ne´cessite d’utiliser des
crite`res de rupture. Pour exemple, la figure 7.23 pre´sente la contrainte e´quivalente de´finie
par Gali & Isha¨ı spe´cifiquement pour les adhe´sifs [44] (Cf. e´quation 2.32). Cette figure
montre une bonne concordance entre les valeurs donne´es par les mode`les nume´riques et
analytiques. En revanche, le mode`le de Smith & Teng sous-estime la contrainte e´quivalente
d’environ 16% lorsque la longueur de recouvrement devient faible par rapport a` la longueur
des substrats (ce qui est en ge´ne´ral le cas pour le renforcement de structure).
7.2.5 Cas d’une poutre renforce´e sous chargement thermique
Le mode`le est pre´sente´ figure 7.9. Un chargement thermique est applique´ a` la structure.
Il reproduit le chargement ge´ne´re´ lors de l’assemblage. Dans le cas d’un thermodurcisseur,
pour faire polyme´riser l’adhe´sif, l’assemblage doit eˆtre chauffe´. Une tempe´rature classique
pour un thermodurcisseur est de 120 ◦C. Cette tempe´rature repre´sente la tempe´rature ini-
tiale (pour laquelle les de´formations thermiques sont suppose´es nulles). A tempe´rature am-
biante (20 ◦C), le chargement thermique applique´ a` la structure est donc ∆T = −100 ◦C.
C’est la valeur de chargement retenue pour l’application nume´rique.
Les figures 7.24, 7.25, 7.26, 7.27 comparent les re´sultats de la solution analytique de´ve-
loppe´e dans le cadre de cette the`se aux re´sultats obtenus par le mode`le nume´rique. L’allure
ge´ne´rale de la re´partition des contraintes est concordante avec les re´sultats nume´riques.
Les figures 7.26 et 7.27 mettent en e´vidence une concordance correcte concernant les pics
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Figure 7.19 – Contrainte de cisaillement calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la
zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
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Figure 7.20 – Contrainte de ci-
saillement maximale au milieu de
l’adhe´sif en fonction de δ (q3 = 0).
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Figure 7.21 – Contrainte de pelage
maximale au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ (q3 = 0).
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Figure 7.22 – Contrainte de pelage calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la zone de
recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
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Figure 7.23 – Contrainte e´quivalente de Gali & Isha¨ı calcule´e au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ.
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Figure 7.24 – Contrainte de cisaillement au milieu de l’adhe´sif en fonction de x pour
δ = 0.8.
de contrainte de cisaillement. En revanche, il existe un e´cart de 18% entre les valeurs de
pic de contrainte de pelage calcule´es analytiquement et nume´riquement. L’ordre de gran-
deur des contraintes en jeu est infe´rieur a` 5 MPa, les diffe´rences absolues ne de´passent pas
1 MPa.
7.2.6 Cas d’une poutre renforce´e comprime´e
Le mode`le est pre´sente´ figure 7.12. Pour l’application nume´rique, la charge de compres-
sion N est e´gale a` 300 N (90% de la charge critique lorsque δ = 0.4). La charge critique
du substrat 1 seul est de 175 N. Les figures 7.28, 7.31, 7.29, 7.30 comparent les re´sultats
obtenus par la solution analytique de´veloppe´e dans le cadre de cette the`se a` ceux obtenus
par le mode`le nume´rique. Ces figures mettent en e´vidence la concordance des re´sultats nu-
me´riques avec les re´sultats analytiques de la solution de´veloppe´e dans la partie pre´ce´dente.
La figure 7.28 repre´sente l’e´volution de la contrainte de cisaillement calcule´e au milieu
de l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ. En zone d’ex-
tre´mite´, un pic de contrainte apparaˆıt. Ce transfert d’effort ge´ne`re un pic de cisaillement
en extre´mite´ du recouvrement de l’assemblage au sein de l’adhe´sif. La figure 7.29 s’attache
a` comparer cette valeur de pic en fonction de δ. Ce pic est convenablement de´crit par le
mode`le analytique.
La figure 7.31 repre´sente l’e´volution de la contrainte de pelage calcule´e au milieu de
l’adhe´sif le long de la zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ. Comme pour la
contrainte de cisaillement, en zone d’extre´mite´, un pic de contrainte apparaˆıt. Le renfort
n’accompagne pas totalement le substrat en extre´mite´. Cela cre´e une force transverse a`
l’origine du pelage. Suivant la concavite´ de la fle`che, cette force transverse est de traction
ou de compression. La figure 7.30 repre´sente cette valeur maximale de pelage en fonction
de δ. Cette valeur est correctement calcule´e par le mode`le analytique.
La bonne description de la re´partition des contraintes au sein du joint d’adhe´sif, re-
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Figure 7.25 – Contrainte de pelage au milieu de l’adhe´sif en fonction de x pour δ = 0.8.
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Figure 7.26 – Contrainte de ci-
saillement maximale au milieu de
l’adhe´sif en fonction de δ.
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Figure 7.27 – Contrainte de pelage
maximale au milieu de l’adhe´sif en
fonction de δ.
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Figure 7.28 – Contrainte de cisaillement calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la
zone de recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
pose sur la capacite´ a` pouvoir de´finir le comportement de la structure globale. Dans la
configuration ou` la structure flambe, les effets du second ordre ne sont plus ne´gligeables :
la longueur de transfert des efforts l0 conditionne fortement les re´sultats.
7.3 Conclusion
Le mode`le analytique de´veloppe´ dans le cadre de cette the`se a e´te´ adapte´ a` diverses
configurations classiques et divers chargements me´caniques et thermiques. Cette partie a
permis de mettre en avant une tre`s bonne concordance entre les re´sultats obtenus a` partir
du mode`le analytique et ceux obtenus a` partir de simulations nume´riques. Le mode`le d’in-
teraction propose´ ame´liore la pre´cision des mode`les existants dans la litte´rature pouvant
atteindre 30% sur la contrainte de cisaillement et 80% sur la contrainte de pelage suivant
les configurations e´tudie´es. La partie suivante s’inte´resse a` valider les hypothe`ses qui sont
a` l’origine de ce mode`le analytique en comparant les re´sultats calcule´s par notre mode`le a`
des re´sultats expe´rimentaux.
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Figure 7.29 – Contrainte de ci-
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l’adhe´sif en fonction de δ.
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Figure 7.30 – Contrainte de pelage
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Figure 7.31 – Contrainte de pelage calcule´e au milieu de l’adhe´sif le long de la zone de
recouvrement pour diffe´rentes valeurs de δ.
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8.1 Les e´prouvettes
8.1.1 Description des e´prouvettes et des moyens de mesure
Dans les parties pre´ce´dentes, le comportement re´el de l’assemblage colle´ a e´te´ ap-
proxime´ : hypothe`ses cine´matiques, mate´riaux. Ce travail a conduit a` un mode`le analy-
tique d’interaction qui a e´te´ valide´ par comparaison a` des simulations nume´riques base´es
sur des hypothe`ses similaires. L’objectif de cette partie est de comparer les re´sultats du
mode`le analytique a` des re´sultats expe´rimentaux afin d’e´tudier la pertinence de ces hy-
pothe`ses. L’apport de ce travail de the`se portant notamment sur la prise en compte des
effets de courbure dans le calcul des contraintes au sein de l’adhe´sif, les e´prouvettes tes-
te´es sont soumises a` de la flexion ou du flambage. La forme d’e´prouvette retenue pour
valider expe´rimentalement le mode`le analytique est pre´sente´e figure 8.1. Les e´prouvettes
ont e´te´ re´alise´es inte´gralement au sein du laboratoire dans le but de mieux appre´hender
les difficulte´s intrinse`ques a` la me´thode d’assemblage par collage. Les adhe´rents sont en
aluminium. L’adhe´sif retenu pour re´aliser l’assemblage est la ReduxR© 312 L fabrique´e par
Hexcel (les proprie´te´s me´caniques sont de´taille´es dans la partie 1.7.2).
2L
b
2Lr
a
Chaînette
c
Figure 8.1 – Forme des e´prouvettes utilise´es pour valider le mode`le analytique.
Les de´placements hors plan, induits par les sollicitations excluent l’utilisation de me´-
thodes du type mesure de champs. Ainsi, la solution retenue consiste a` utiliser des jauges
d’extensome´trie pour mesurer les de´formations. Gacoin utilise dans sa the`se des chaˆınettes
de jauges pour mesurer les pics de contraintes en extre´mite´ d’un substrat au sein d’un as-
semblage colle´ [43]. Nous nous proposons d’utiliser une me´thode similaire en mesurant les
de´formations au dessus du renfort en extre´mite´ de la zone de recouvrement. La chaˆınette
utilise´e est pre´sente´e en annexe D. Lors de la re´alisation des essais, la force applique´e et
la fle`che de l’e´prouvette sont mesure´es. Les sche´mas expe´rimentaux sont pre´sente´s dans
partie de´taillant les re´sultats.
8.1.2 Re´alisation des e´prouvettes
La phase de re´alisation des e´prouvettes a permis de mettre en avant quelques proble`mes
lie´s a` la technique du collage.
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– Lors de la polyme´risation sous presse, en l’absence de cales, l’adhe´sif peut eˆtre chasse´
partiellement de la zone de recouvrement. L’e´paisseur devient nulle par endroit. Ce
phe´nome`ne est accentue´ lors de l’assemblage de deux mate´riaux ayant des coefficients
de dilatation thermique tre`s diffe´rents. La courbure des adhe´rents au centre pousse
l’adhe´sif sur les bords.
– Dans les hypothe`ses du mode`le analytique, l’adhe´sif a une e´paisseur constante. Pour
palier au proble`me pre´ce´dent, des cales ont e´te´ installe´es pour controˆler l’e´paisseur
d’adhe´sif le long de la zone de recouvrement. Malgre´ cette pre´caution, des variations
dans l’e´paisseur du joint pouvant aller jusqu’a` 30% sont observe´es sur certaines
e´prouvettes (Cf. tableau 8.3).
– L’adhe´sif utilise´ polyme´rise a` 120◦C. Bien que mises en oeuvre sous presse, des
tentatives de re´alisation d’assemblages bi-mate´riaux (acier/aluminium) ont conduit
a` des e´prouvettes courbe´es : la dilatation thermique diffe´rentielle induit une courbure
initiale des e´prouvettes (principe du bi-lame - Cf. 5.3.2). Ces e´prouvettes n’ont pas
e´te´ utilise´es.
Finalement, deux e´prouvettes sont arrive´es a` la fin du processus de re´alisation et d’e´qui-
pement en moyens de mesure. Le tableau 8.1 rapporte les dimensions mesure´es de ces
e´prouvettes. Les modules d’Young ont e´te´ de´termine´s a` partir d’essais en traction. La va-
leur retenue correspond a` la valeur moyenne obtenue a` partir de 10 essais. Cette valeur est
ensuite approxime´e pour ne garder que deux chiffres significatifs. Les valeurs de coefficient
de Poisson correspondent a` la valeur moyenne pour les aluminiums. Les re´sultats sont
indique´s dans le tableau 8.2. Le tableau 8.3 rapporte les valeurs de l’e´paisseur de joint
d’adhe´sif mesure´e le long de la zone de recouvrement. Dans le cas de l’e´prouvette n◦1,
dans la zone de la chaˆınette, l’e´paisseur de l’adhe´sif est constante. La valeur utilise´e dans
le mode`le analytique est 0.24 mm. Pour l’e´prouvette n◦2, l’e´paisseur utilise´e est 0.2 mm.
2L(mm) 2Lr (mm) a (mm) b (mm) c (mm) δ = Lr/L
Eprouvette n◦1 300 121 88 30 3 0.403
Eprouvette n◦2 300 180 59 30 2.5 0.600
Table 8.1 – Dimensions mesure´es sur les e´prouvettes utilise´es.
E (GPa) ν
Adhe´rent n◦1 71 0.32
Adhe´rent n◦3 67 0.32
Adhe´sif 3 0.3
Table 8.2 – Proprie´te´s mate´riaux des diffe´rents constituants des e´prouvettes.
8.1.3 Me´thode de comparaison utilise´e
Il n’est pas possible de re´cupe´rer expe´rimentalement les contraintes au sein de l’adhe´-
sif. Les re´sultats expe´rimentaux exploitables sont les de´formations longitudinales sur la
face externe du renfort, spe´cialement les de´formations a` l’extre´mite´. A partir du mode`le
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Eprouvette n◦1
Distance a` l’extre´mite´ (mm) 10 20 40 60 80 100 110
Epaisseur de l’adhe´sif (mm) 0.24 0.24 0.24 0.21 0.17 0.17 0.19
Eprouvette n◦2
Distance a` l’extre´mite´ (mm) 10 20 50 90 130 160 170
Epaisseur de l’adhe´sif (mm) 0.2 0.19 0.16 0.14 0.16 0.18 0.19
Table 8.3 – Epaisseur de l’adhe´sif le long de zone de recouvrement.
analytique, il est possible de calculer ces de´formations a` partir de l’e´quation 4.11 :
εx(x, d4) =
N3(x)
A˜3
+ t32
M3(x)
D˜3
(8.1)
et
εx(x, d1) =
N1(x)
A˜1
− t12
M1(x)
D˜1
(8.2)
Les di sont de´finis sur la figure 4.1. Les re´sultantes N1(x), N3(x) sont calcule´es a` partir de
l’e´quilibre local de´fini par les e´quations 4.25, et 4.28. Ainsi, il vient :
N3(x) = b
∫ x
0
τ(x)dx (8.3)
N1(x) = −b
∫ x
0
τ(x)dx (8.4)
La contrainte de cisaillement τ(x) e´tant elle-meˆme donne´e par l’e´quation 4.52 et les
constantes d’inte´gration de´finies dans les parties 5.2 et 5.3.3. Dans le cas de la flexion
trois points, les conditions aux limites sont N1(0) = N3(0) = 0 ; dans le cas du flambage,
N1(0) = −N et N3(0) = 0. Les re´sultantes M1, M3 sont calcule´es a` partir des e´quations
4.21,
M3(x) =
D˜3
D˜1
M1(x)− D˜3
kp
d2σ(x)
dx2
(8.5)
M1(x) =
2D˜1
t1 + t2 + t3
(
N3(x)
A˜3
− N1(x)
A˜1
− 1
ks
dτ(x)
dx
+ t3 + t22kp
d2σ(x)
dx2
)
(8.6)
8.2 Essais en flexion trois points
Dans le cas de la flexion, les effets du second ordre sont ne´gligeables. La line´arite´ entre
divers niveaux de chargement a e´te´ ve´rifie´e. Il suffit donc d’e´tudier le comportement pour
un cas de chargement. Seul le cas de charge P = 45 N est pre´sente´ (limite du capteur
de force utilise´). Une simple re`gle de trois avec les re´sultats pre´sente´s dans cette partie
permettrait d’obtenir le comportement pour un autre cas de chargement.
Le sche´ma expe´rimental est pre´sente´ sur la figure 8.2. La longueur entre les deux appuis
est de 286 mm. Ainsi, dans le mode`le analytique, L vaut 143 mm. Les taux de recouvrement
se trouvent le´ge`rement modifie´s : pour l’e´prouvette n◦1, δ = 0.423 et pour l’e´prouvette
n◦2, δ = 0.629. Un capteur de de´placement est place´ au milieu, sous le point d’application
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8.2. Essais en flexion trois points
Capteur de force
Capteur de déplacement (flèche)
Jauges de déformation
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Figure 8.2 – Sche´ma du dispositif d’essai en flexion trois points.
de la force : il permet de mesurer la fle`che de la poutre. En extre´mite´, une chaˆınette de
jauges permet de re´cupe´rer la de´formation longitudinale en 10 points de mesure sur une
distance de 24 mm. Au centre, sont colle´es deux jauges de de´formation qui permettent de
mesurer les de´formations longitudinales au milieu de l’assemblage (x = Lr) sur les faces
exte´rieures du substrat et du renfort. Le montage comprend 14 voies de mesure. Elles sont
synchronise´es via des boˆıtiers Spiderde HBM. Le boˆıtier maˆıtre est relie´ a` un ordinateur
sur lequel le logiciel Catman permet de traiter les mesures.
Les fle`ches expe´rimentales et analytiques sont rapporte´es dans le tableau 8.4. Une
bonne concordance est trouve´e entre les re´sultats expe´rimentaux et analytiques.
Fle`che expe´rimentale moyenne Fle`che analytique Erreur relative
Eprouvette n◦1 2.15 mm 2.3 mm 7%
Eprouvette n◦3 1.75 mm 1.9 mm 8.5%
Table 8.4 – Fle`ches expe´rimentales et analytiques dans le cas de la flexion trois points.
Les figures 8.3 et 8.4 rapportent les de´formations longitudinales mesure´es au dessus
du renfort en extre´mite´. Trois des dix voies n’ont pas fonctionne´, c’est pourquoi les re´sul-
tats expe´rimentaux ne pre´sentent pas 10 points de mesure. Toutefois, les re´sultats analy-
tiques et expe´rimentaux sont concordants. Les proprie´te´s de l’e´prouvette ne permettent
pas d’exploiter comple`tement le principe de la chaˆınette. En effet, la zone de transfert est
infe´rieure a` 5 mm. Ainsi, le phe´nome`ne d’ancrage est presque termine´ a` l’endroit ou` la pre-
mie`re jauge mesure une de´formation. Les re´sultats expe´rimentaux permettent d’analyser
principalement le comportement en zone courante.
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Figure 8.3 – De´formation longitudinale en extre´mite´ au dessus du renfort pour
l’e´prouvette 1 soumise a` de la flexion 3 points (P=45N).
Pour comparaison, les re´sultats obtenus a` partir des contraintes de cisaillement et de
pelage calcule´es par Smith & Teng sont trace´s sur les graphes (Cf. Figures 8.3 et 8.4).
Ces auteurs font l’hypothe`se que la contrainte de pelage n’accentue pas la contrainte de
cisaillement (phe´nome`ne localise´ a` la zone d’ancrage) : seul l’effort tranchant de la structure
e´quivalente homoge`ne est pris en compte :
d2τ(x)
dx2
− λ2ST τ(x) = m1λ2STT0(x) (8.7)
Les constantes λST et m1 sont de´finies dans la partie 7.2.3. La contrainte de cisaillement
se trouve de´couple´e de la contrainte de pelage. En extre´mite´, cette hypothe`se revient a`
supprimer des termes dans les e´quations de l’e´quilibre local. Ainsi, le pic de contrainte de
cisaillement est sous-estime´e. Lors de l’inte´gration de cette contrainte pour obtenir l’effort
normal, l’amplitude de l’effort se trouve sous-estime´e a` son tour. En utilisant la condition
N3(0) = 0 (Cf. e´quation 8.3), le comportement en zone courante ne se superpose pas
avec le comportement en zone courante re´elle. Ainsi, dans le mode`le de Smith & Teng, la
contrainte normale dans le renfort se trouve sous-estime´e par rapport a` la re´alite´ d’environ
25%. Par ce biais, seul un mode`le de´crivant pre´cise´ment la re´partition de la contrainte de
cisaillement en extre´mite´ (ie. pic de contrainte exact) permet d’obtenir le comportement
re´el en zone courante.
Indirectement, les figures 8.3 et 8.4 permettent donc de valider les hypothe`ses de la
solution analytique de´veloppe´e dans ce rapport. La solution analytique donne la bonne
valeur de contrainte de cisaillement dans l’adhe´sif.
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Figure 8.4 – De´formation longitudinale en extre´mite´ au dessus du renfort pour
l’e´prouvette 3 soumise a` de la flexion 3 points (P=45N).
8.3 Essais en flambage par compression
Le sche´ma expe´rimental est pre´sente´ sur la figure 8.5. L’e´prouvette est maintenue entre
deux mors en V, ce qui rame`ne au cas du flambage d’une poutre bi-articule´e. Un capteur
de de´placement est place´ au milieu afin de mesurer la fle`che de la poutre. En extre´mite´, une
chaˆınette permet de re´cupe´rer la de´formation longitudinale en 10 points de mesure sur une
distance de 24 mm. Au centre, sont colle´es deux jauges de de´formation qui permettent de
re´cupe´rer les de´formations longitudinales au milieu de l’assemblage (x = Lr) sur les faces
exte´rieures du substrat et du renfort. Le montage comprend 14 voies de mesure. Elles sont
synchronise´es via des boˆıtiers Spiderde HBM. Le boˆıtier maˆıtre est relie´ a` un ordinateur
sur lequel le logiciel Catman permet de traiter les mesures.
Dans le cas du flambage, la line´arite´ est perdue du fait des effets du 2nd ordre. Il n’est
plus possible de passer d’un niveau de chargement a` un autre par le biais d’une re`gle
de trois. Plusieurs niveaux de chargement sont e´tudie´s. Lors de la re´alisation des tests,
aucun autre de´faut exte´rieur n’a e´te´ introduit pour forcer l’e´prouvette a` flamber dans le
”bon” sens. Ainsi, l’e´prouvette n◦1 a flambe´ dans le mauvais sens : les re´sultats ne sont
pas exploitables. Seuls les re´sultats de l’e´prouvette n◦2 sont pre´sente´s.
8.3.1 Comportement global
La figure 8.7 compare les valeurs de fle`che obtenues expe´rimentalement et analytique-
ment en fonction du niveau de chargement. La sensibilite´ vis-a`-vis du positionnement de
l’e´prouvette dans les mors a e´te´ e´tudie´e (Cf. figure 8.6) : un de´faut d’alignement de 0.1
mm dans le positionnement apporte une modification de 30% sur la valeur de la fle`che.
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Capteur de force
Capteur de déplacement (flèche)
Jauges de déformation
Chaînette de jauges
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Force
Figure 8.5 – Sche´ma expe´rimental de l’essai en compression excentre´e.
Excentricité
supplémentaire
Figure 8.6 – Excentricite´ supple´mentaire due au de´faut d’alignement lors du
chargement en flambage.
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Figure 8.7 – Fle`ches expe´rimentales et analytiques dans le cas du flambage
pour diffe´rents niveaux de chargement.
En revanche, cela ne modifie par la valeur de la force critique (principe du flambage). Les
courbes pointille´es (en vert et bleu) repre´sentent le comportement de l’e´prouvette pour
un de´faut d’alignement dans les mors respectivement de +0.1 mm et −0.1 mm. La cour-
bure et la de´formation normale au centre de l’e´prouvette ont e´te´ calcule´es pour analyser
la diffe´rence entre les valeurs de fle`ches analytiques et expe´rimentales. Les valeurs sont
obtenues de la manie`re suivante
χexp0 (Lr) =
εx(Lr, d1)− εx(Lr, d4)
t1 + t2 + t3
(8.8)
et
εexp0 (Lr) =
εexpx (Lr, d1) + εexpx (Lr, d4)
2 − χ
exp
0 (Lr)
 t1 + t2 + t32 −
n∑
i=1
ziEiΩi
n∑
i=1
EiΩi
 (8.9)
εexpx (Lr, d1) correspond a` la de´formation en milieu d’e´prouvette sur la face exte´rieure du
substrat, εexpx (Lr, d4) est la de´formation en milieu d’e´prouvette sur la face exte´rieure du
renfort (les di sont de´finis sur la figure 4.1). Les re´sultats sont pre´sente´s figures 8.8 et 8.9.
127
CHAPITRE 8. Validation par comparaison avec des expe´rimentations
0 200 400 600 800 1000−120
−100
−80
−60
−40
−20
0
N (N)
D
é f
o r
m
a t
i o
n  
( µ m
/ m
m
)
 
 
Analytique
Expérimental − Essai 1
Expérimental − Essai 2
Expérimental − Essai 3
Figure 8.8 – De´formations nor-
males expe´rimentales et analytiques
dans le cas du flambage pour diffe´-
rents niveaux de chargement.
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Figure 8.9 – Courbures expe´rimen-
tales et analytiques dans le cas du
flambage pour diffe´rents niveaux de
chargement.
Une bonne concordance est trouve´e entre les re´sultats expe´rimentaux et analytiques
concernant la de´formation normale. En revanche, la diffe´rence entre les courbures expe´-
rimentales et analytiques peut atteindre 20%. Cet e´cart est cohe´rent avec la diffe´rence
constate´e au niveau des fle`ches.
8.3.2 De´formations en extre´mite´ du renfort
Contrairement au cas de la flexion trois points, le comportement pour un niveau de
chargement ne peut eˆtre obtenu a` partir d’un autre a` l’aide d’une re`gle de trois. Ainsi quatre
niveaux de chargement ont e´te´ e´tudie´s. Les figures 8.10, 8.11, 8.12 et 8.13 rapportent les
de´formations longitudinales mesure´es au dessus du renfort en extre´mite´ par la chaˆınette de
jauges. Les de´formations expe´rimentales et analytiques sont du meˆme ordre de grandeur.
En revanche, l’allure des courbes diffe`re. Les de´formations du mode`le analytique reposent
en partie sur la capacite´ a` de´crire correctement la courbure et la fle`che de l’assemblage.
Ainsi, les diffe´rences constate´es sur les figures 8.7 et 8.9 se reportent sur les de´formations
au dessus du renfort. Toutefois, les re´sultats s’ame´liorent lorsque N augmente.
8.4 Conclusion
Les re´sultats expe´rimentaux ne permettent pas de comparer directement les contraintes
de cisaillement et de pelage dans l’adhe´sif obtenues expe´rimentalement et analytiquement.
Au travers de la de´formation longitudinale sur la face exte´rieure du renfort, il est possible
de conclure que le mode`le analytique de´crit correctement le pic de contrainte de cisaillement
en extre´mite´ dans le cas de la flexion 3 points. Ainsi, les re´sultats obtenus dans ce cas
valident le mode`le analytique de la contrainte de cisaillement de´veloppe´ dans le cadre de
cette the`se.
Concernant le flambage, les re´sultats ne permettent pas de conclure sur le mode`le.
Seuls les re´sultats de l’e´prouvette n◦2 ont pu eˆtre exploite´s. La sensibilite´ au positionne-
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Figure 8.10 – De´formations longitudinales au dessus du renfort obtenues expe´rimenta-
lement et analytiquement dans le cas du flambage pour N = 700 N.
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Figure 8.11 – De´formations longitudinales au dessus du renfort obtenues expe´rimenta-
lement et analytiquement dans le cas du flambage pour N = 800 N.
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Figure 8.12 – De´formations longitudinales au dessus du renfort obtenues expe´rimenta-
lement et analytiquement dans le cas du flambage pour N = 900 N.
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Figure 8.13 – De´formations longitudinales au dessus du renfort obtenues expe´rimenta-
lement et analytiquement dans le cas du flambage pour N = 1000 N.
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ment de l’e´prouvette dans les mors n’est pas ne´gligeable. Une variation de l’excentricite´
de 0.1 mm modifie de 30% les de´formations longitudinales au dessus du renfort. Afin
d’e´tudier plus pre´cise´ment le comportement en flambage, il serait ne´cessaire d’e´liminer ce
parame`tre en ame´liorant le dispositif de fixation de l’e´prouvette a` ses extre´mite´s (rotules
ou encastrements). L’ordre de grandeur obtenu reste toutefois concordant.
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Conclusion
Un mode`le d’interaction e´tendu a e´te´ de´veloppe´ dans le cadre de cette the`se. Il permet
de de´finir finement l’e´tat bidimensionnel de contrainte dans un joint d’adhe´sif (contrainte
de cisaillement et contrainte de pelage) lorsque ce dernier est soumis a` divers chargements
me´caniques ou thermiques. Les mate´riaux sont suppose´s homoge`nes et isotropes. La de´-
formation transverse du joint est prise en compte, ce qui conduit a` un couplage entre la
contrainte de cisaillement et la contrainte de pelage. Ce couplage intervient principalement
en extre´mite´ : la zone ou` le pic de contrainte apparaˆıt. Les effets du second ordre dus a`
la flexion d’une structure e´lance´e sont introduits par le biais de la diffe´rence de courbure
de chacun des adhe´rents. La solution analytique de´veloppe´e dans le cadre de cette the`se a
e´te´ compare´e a` divers mode`les nume´riques. Les conclusions suivantes peuvent eˆtre faites :
1. Les e´quations de´finissant les contraintes de cisaillement et de pelage au sein d’un
adhe´sif peuvent eˆtre e´tablies sous la forme d’un syste`me diffe´rentiel couple´. Une
solution ge´ne´rale est pre´sente´e dans ce document. Elle est ensuite identifie´e a` diverses
configurations types par l’introduction de conditions aux limites adapte´es.
2. Afin d’e´valuer correctement les contraintes au sein de l’adhe´sif, la fle`che de la struc-
ture assemble´e doit eˆtre calcule´e en tenant compte de la rigidite´ effective de la zone
assemble´e vis-a`-vis de la flexion. Compte tenu de la diffusion des contraintes dans les
zones d’extre´mite´ des deux adhe´rents (zones de Saint-Venant), leurs rigidite´s flexion-
nelles ne peuvent eˆtre prises en compte dans leur inte´gralite´ qu’au dela` de la zone
de diffusion compte´e a` partir de l’extre´mite´ de chaque adhe´rent. Il en re´sulte que la
longueur efficace de la zone assemble´e pour le calcul de la fle`che w0(x) est infe´rieure
a` la longueur totale de l’assemblage. Pour tenir compte de cet effet, la notion de
longueur de diffusion l0 est introduite : Lr = Leff + l0. Il est important de tenir
compte de l0 lorsque les effets du second ordre conditionnent la fle`che (cas du joint
a` simple recouvrement et de la poutre renforce´e comprime´e).
3. Les solutions de´finies analytiquement dans ce document ont e´te´ compare´es a` des mo-
de`les e´le´ments finis simulant des structures en flexion. Une tre`s bonne concordance
est trouve´e entre les re´sultats nume´riques et analytiques. Le mode`le d’interaction
propose´ ame´liore la pre´cision des mode`les existants dans la litte´rature pouvant at-
teindre 30% sur la contrainte de cisaillement et 80% sur la contrainte de pelage
suivant les configurations e´tudie´es. Cet apport est duˆ a` la prise en compte du cou-
plage entre la contrainte de cisaillement et la contrainte de pelage ainsi qu’aux effets
de courbures.
4. Dans le cas de la poutre renforce´e comprime´e, du flambage apparaˆıt de par l’excentri-
cite´ apporte´e par le renfort. Dans cette configuration, les effets du second ordre sont
tre`s importants. Ils conditionnent la distribution de contrainte en zone courante. A
partir de cette distribution correcte des contraintes en zone courante, il est possible
de de´finir le pic de contrainte en tenant compte du couplage en extre´mite´. Le mode`le
a e´te´ compare´ avec succe`s a` des simulations nume´riques.
5. Quelle que soit la configuration teste´e, les re´sultats nume´riques et analytiques sont
concordants, spe´cialement en zone d’extre´mite´ ou` apparaˆıt le pic de contrainte. Ce
mode`le d’interaction permet de de´finir pre´cise´ment la distribution de contrainte au
sein de l’adhe´sif. Il donne ainsi la possibilite´ de dimensionner un assemblage colle´ en
ajustant les parame`tres tels que le ratio de renforcement et l’e´paisseur de l’adhe´sif.
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6. Les re´sultats expe´rimentaux ne permettent pas de comparer directement les con-
traintes de cisaillement et de pelage dans l’adhe´sif obtenues expe´rimentalement et
analytiquement. Au travers de la de´formation longitudinale sur la face exte´rieure
du renfort, il est possible de conclure que le mode`le analytique de´crit correctement
le pic de contrainte de cisaillement en extre´mite´ dans le cas de la flexion 3 points.
Ainsi, les re´sultats expe´rimentaux obtenus dans ce cas valident le mode`le analytique
de la contrainte de cisaillement de´veloppe´ dans le cadre de cette the`se. Concernant
le flambage, les re´sultats ne permettent pas de conclure sur le mode`le. Seuls les
re´sultats de l’e´prouvette n◦2 ont pu eˆtre exploite´s. La sensibilite´ au positionnement
de l’e´prouvette dans les mors n’est pas ne´gligeable. Une variation de l’excentricite´
de 0.1 mm modifie de 30% les de´formations longitudinales au dessus du renfort.
Afin d’e´tudier plus pre´cise´ment le comportement en flambage, il serait ne´cessaire
d’e´liminer ce parame`tre en ame´liorant le dispositif de fixation de l’e´prouvette a` ses
extre´mite´s (rotules ou encastrements). L’ordre de grandeur des re´sultats obtenus
est toutefois concordant avec les pre´dictions du mode`le analytique et du mode`le
nume´rique.
Perspectives
Lors du de´veloppement du mode`le d’interaction, certaines hypothe`ses ont e´te´ conduites
afin de simplifier la re´solution du proble`me. Lors de la re´alisation des e´prouvettes, il a e´te´
constate´ que supposer que le joint d’adhe´sif a une e´paisseur constante n’est pas re´aliste.
En effet, meˆme en essayant d’imposer une e´paisseur avec des cales, cette e´paisseur peut
varier de 30% pour des adhe´rents identiques. Dans le cas d’adhe´rents avec des dilatations
diffe´rentes, l’adhe´sif peut eˆtre totalement chasse´ de la zone de recouvrement au milieu de
l’assemblage (principalement duˆ a` la flexion des adhe´rents). Le syste`me diffe´rentiel propose´
dans ce document peut eˆtre repris avec une e´paisseur d’adhe´sif variable suivant la direction
longitudinale.
Les essais re´alise´s dans le cas de la poutre renforce´e comprime´e n’ont pas e´te´ satisfai-
sants. Dans le cas du flambage, le moindre de´faut d’alignement peut avoir des conse´quences
conside´rables sur la distribution des contraintes au sein de l’adhe´sif. Il peut eˆtre inte´ressant
d’appliquer le mode`le d’interaction a` une configuration plus proche des proble´matiques in-
dustrielles. Ainsi dans le cas des panneaux raidis, les bords sont encastre´s. Cette condition
aux limites permet de re´duire l’influence du de´faut d’alignement constate´ lors de la re´ali-
sation des essais. Il est e´galement possible d’e´tudier une poutre renforce´e bi-articule´e avec
des mors rotule´s afin de mieux controˆler l’alignement initial.
Les aspects bidimensionnels, principalement duˆs a` la diffe´rence de coefficient de Poisson
entre les deux adhe´rents sont susceptibles d’influencer la distribution des contraintes. Ce
phe´nome`ne peut eˆtre pris en compte en re´e´crivant l’e´quilibre local dans le cas d’un e´le´ment
tridimensionnel. Cela permettra l’application du mode`le d’interaction a` des panneaux
raidis.
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Annexe A
Proprie´te´s me´caniques d’adhe´sif
e´poxydes
A.1 Araldite R© 2015
C’est un adhe´sif e´poxyde bicomposant en paˆte avec une grande re´sistance au cisaillementet au pelage. Il est adapte´ au collage des me´taux et des composites. Le tableau A.1
donne les valeurs minimales et maximales de proprie´te´s me´caniques obtenues a` partir
d’adhe´sifs re´pertorie´s sur Matweb [2].
A.2 Cytec FM R© 73
C’est un film d’adhe´sif epoxyde-nitrile qui ne´cessite un pre´traitement de surface a` l’aide
de la re´sine e´poxyde-phe´nolique Cytec BR R© 127 [16]. La polyme´risation est re´alise´e entre
115◦C et 125◦C [32]. Le tableau A.2 donne des exemples d’utilisation de la FM R© 73 en ae´-
ronautique. Pandey, Shankaragouda et Singh utilisent l’e´quation de Ramberg-Osgood pour
mode´liser la courbe contrainte/de´formation de l’adhe´sif FM R© 73. L’e´quation de Ramberg-
Osgood peut s’e´crire sous une forme adimensionnelle :
ε
εch
= σ
σch
[
1 +
(
σ
σch
)r−1]
(A.1)
Proprie´te´ Valeur Norme du test
Module d’Young 2 GPa
Re´sistance au cisaillement 17 MPa ISO 4587
Re´sistance a` la traction 30 MPa ISO 527
Allongement a` la rupture 4.4%
Tempe´rature de transition vitreuse
- Durcissement : 16h a` 40◦C 67◦C
- Durcissement : 1h a` 80◦C 87◦C
Table A.1 – Proprie´te´s mate´riaux de l’Araldite R© 2015 a` 23◦C. Le test de la re´sistance de
cisaillement a e´te´ re´alise´ sur des e´prouvettes de type Aluminium-Aluminium [20] [61].
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Avion Anne´e du premier vol
SAAB 340 1983
Airbus A300 1983
Airbus A310 1982
Table A.2 – Exemple d’utilisation de la Cytec FM R© 73 avec collage a` chaud et traitement
de surface avec Cytec BR R© 127 [59].
Proprie´te´ Valeur Re´fe´rence
Module d’Young 2.21 GPa [91]
Module de cisaillement 523 MPa [16]
Module de cisaillement (en torsion et a` TA) 578 MPa [110]
800 MPa [24]
Coefficient de Poisson 0.35 [16] [24]
0.43 [91]
Re´sistance au cisaillement
- a` -55◦C 30 MPa [59]
- a` +80◦C 25 MPa [59]
- a` TA 35-40 MPa [59]
Re´sistance au pelage a` tempe´rature ambiante 9.6-13.8 N.mm−1 [59]
Allongement a` la rupture (en torsion et a` TA) 61.5% [110]
Parame`tres de Ramberg-Osgood
- r 9.999 [91]
- σch 43.957 MPa [91]
Rapport λ = σcy/σty 1.4 [91]
Table A.3 – Proprie´te´s mate´riaux de la FM R© 73. TA= Tempe´rature Ambiante
Ou` εch est la de´formation caracte´ristique, σch la contrainte caracte´ristique. Ces parame`tres
sont relie´s σch = Eεch. Les parame`tres inconnus σch et r ont e´te´ obtenus par la me´thode
des moindres carre´s. Leur valeur est rapporte´e dans le tableau A.3. La courbe ainsi obtenue
est pre´sente´e figure A.1.
De plus, Pandey, Shankaragouda et Singh pre´sentent l’influence de la fre´quence de sollici-
tation sur la courbe contrainte/de´formation [91] (Figure A.2). Ils mettent en e´vidence le
comportement viscoplastique de l’adhe´sif.
148
A.2. Cytec FM R© 73
0
10
20
30
40
50
0 1 2 3 4 5 6
Déformation (%)
C
on
tr
ai
nt
e 
(M
Pa
)
Courbe de Ramberg-Osgood
Courbe expérimentale
Figure A.1 – Courbe Ramberg-Osgood de la FMR© 73 [91].
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Figure A.2 – Influence de la vitesse de sollicitation sur la courbe contrainte/de´formation
de la FM R© 73 [91].
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Annexe B
Simplification en zone d’extre´mite´
L’objectif est de simplifier l’expression de l’e´quation 2.16. Elle se re´e´crit :
τaxz(x) =
λtr
ω
(
sinh(ωx) + 1− cosh(ωL)sinh(ωL) cosh(ωx)
)
(B.1)
= λ tr l0 exp
(−x
l0
)−1 + exp
(−L
l0
)
+ exp
(2x− L
l0
)
− exp
(2(x− L)
l0
)
1− exp
(−2L
l0
)
(B.2)
= λ tr l0 exp
(−x
l0
)
f(x) (B.3)
Par la suite, avec les valeurs usuelles, l’hypothe`se est faite d’avoir l0  L/2 [101]. Il en
re´sulte :
exp
(−L
l0
)
# 0 (B.4)
Donc,
f(x) =
−1 + exp
(−L
l0
)
+ exp
(2x− L
l0
)
− exp
(2(x− L)
l0
)
1− exp
(−2L
l0
)
 (B.5)
# −1 + exp
(2x− L
l0
)
− exp
(2(x− L)
l0
)
(B.6)
# −1 +
[
1− exp
(−L
l0
)]
exp
(−(L− 2x)
l0
)
(B.7)
# −1 + exp
(−(L− 2x)
l0
)
(B.8)
Il vient,
τaxz(x) = λtrl0 exp
(−x
l0
)[
−1 + exp
(−(L− 2x)
l0
)]
(B.9)
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En zone d’extre´mite´, x ∈
[
0, L2
]
,
exp
(−x
l0
)[
−1 + exp
(−(L− 2x)
l0
)]
= − exp
(−x
l0
)
+ exp
(−L+ x
l0
)
(B.10)
# − exp
(−x
l0
)
(B.11)
Finalement,
τaxz(x) = −λtrl0 exp
(−x
l0
)
(B.12)
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Annexe C
Flambage : Me´thode e´nerge´tique
La me´thode e´nerge´tique permet de de´terminer une valeur approche´e de la charge cri-
tique lorsqu’il est impossible de de´terminer une solution de l’e´quation diffe´rentielle re´gis-
sant la fle`che. Pour ce faire, une forme de de´forme´e doit eˆtre suppose´e a priori. Cette
Figure C.1 – Poutre simplement appuye´e en compression.
me´thode est illustre´e sur l’exemple du cas fondamental [111]. La figure C illustre la confi-
guration de l’e´tude. La de´forme´e peut eˆtre approche´e par une se´rie trigonome´trique :
y = a1 sin
pix
L
+ a2 sin
2pix
L
+ a3 sin
3pix
L
+ . . . (C.1)
L’e´nergie de de´formation s’e´crit :
∆U =
∫ L
0
M2
2EI dx =
N2
2EI
∫ L
0
y2dx (C.2)
En utilisant l’e´quation C.1, l’e´nergie de de´formation devient :
∆U = N
2L
4EI
∞∑
n=1
a2n (C.3)
Comme le montre la figure C,
ds− dx = dx
√
1 +
(
dy
dx
)2
− dx ≈ 12
(
dy
dx
)2
(C.4)
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Ainsi, le de´placement vertical pendant le flambage s’e´crit :
λ = 12
∫ L
0
(
dy
dx
)2
dx (C.5)
De la`, le travail des forces durant le flambage s’exprime :
∆T = Nλ = N2
∫ L
0
(
dy
dx
)2
dx = pi
2N
4L
∞∑
n=1
n2a2n (C.6)
A l’e´quilibre, ∆U = ∆T , il vient :
N = pi
2EI
L2
∑∞
n=1 n
2a2n∑∞
n=1 a
2
n
(C.7)
La charge critique NCR correspond a` la valeur minimale de C.7. Cette valeur est atteinte
lorsque tous les ai sont nuls sauf un. Dans le cas des poutres, n2 est minimum pour n = 1.
Ainsi, il faut prendre a2 = a3 = . . . = an = 0 et a1 6= 0. Il vient :
NCR =
pi2EI
L2
(C.8)
et la fle`che a pour e´quation :
y(x) = a1 sin
pix
L
(C.9)
La me´thode e´nerge´tique renvoie la valeur exacte de la charge critique lorsque la forme
de la de´forme´e exacte est utilise´e. Dans le cas contraire, la charge critique calcule´e sera
toujours supe´rieure a` la valeur exacte (la de´forme´e re´elle prend spontane´ment la forme qui
rend minimale la charge critique) [37]. Par conse´quent, lorsqu’il est possible d’approximer
la de´forme´e de plusieurs fac¸ons, il faudra ne retenir que celle qui donne la charge critique
la plus faible.
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Jauges d’extensome´trie
Les jauges utilise´es pour mesurer les de´formations au milieu de l’e´prouvette sont les
jauges de Vishay re´fe´rence´s 250BG. La chaˆınette de jauge permettant de mesurer les
de´formations en extre´mite´ sur la face exte´rieure du renfort provient e´galement de chez
Vishay. Elle est re´fe´rence´e 031MF.
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250BG
Vishay Micro-Measurements
General Purpose Strain Gages - Linear Pattern
 
www.vishaymg.com micro-measurements@vishay.com Document Number: 11294
42 Revision: 25-Apr-06
Note 1: Insert desired S-T-C number in spaces marked XX.
Note 2: Tolerance is increased when Option W, E, SE, LE, or P is specified.
Note 3: Products with designations and options shown in bold are not RoHS compliant.
*Options available but not normally recommended. See Optional Features data sheet for details.
GAGE PATTERN DATA
GAGE
DESIGNATION
See Note 1, 3
RESISTANCE
(OHMS)
See Note 2
OPTIONS
AVAILABLE
See Note 3
EA-XX-250BG-120
ED-DY-250BG-350
WA-XX-250BG-120
WK-XX-250BG-350
EA-XX-250BG-100
EP-XX-250BG-120
SA-XX-250BG-120
SK-XX-250BG-350
SD-DY-250BG-350
WD-DY-250BG-350
120 ± 0.15%
350 ± 0.3%
120 ± 0.3%
350 ± 0.3%
100 ± 0.15%
120 ± 0.15%
120 ± 0.3%
350 ± 0.3%
350 ± 0.6%
350 ± 0.6%
W, E, L, LE, P
E, L*, LE*
W*
W*
DESCRIPTION
Widely used general-purpose gage. Compact geometry.
See also 250UN pattern.
GAGE DIMENSIONS Legend:
ES = Each Section CP = Complete Pattern inch
S = Section (S1 = Sec 1) M = Matrix millimeter
Gage Length Overall Length Grid Width Overall Width Matrix Length Matrix Width
0.250 0.375 0.125 0.125 0.52 0.22
6.35 9.53 3.18 3.18 13.2 5.6
GAGE SERIES DATA See Gage Series data sheet for complete specifications.
Series Description Strain Range Temperature Range
EA Constantan foil in combination with a tough, flexible, polyimide backing. ±3% –100° to +350°F [–75° to +175°C]
ED Isoelastic foil in combination with tough, flexible polyimide film. ±2% –320° to +400°F [–195° to +205°C]
WA Fully encapsulated constantan gages with high-endurance leadwires. ±2% –100° to +400°F [–75° to +205°C]
WK Fully encapsulated K-alloy gages with high-endurance leadwires. ±1.5% –452° to +550°F [–269° to +290°C]
EP Annealed constantan foil with tough, high-elongation polyimide backing. ±20% –100° to +400°F [–75° to +205°C]
SA Fully encapsulated constantan gages with solder dots. ±2% –100° to +400°F [–75° to +205°C]
SK Fully encapsulated K-alloy gages with solder dots. ±1.5% –452° to +450°F [–269° to +230°C]
SD Equivalent to WD Series, but with solder dots instead of leadwires. ±1.5% –320° to +400°F [–195° to +205°C]
WD Fully encapsulated isoelastic gages with high-endurance leadwires. ±1.5% –320° to +500°F [–195° to +260°C]
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Other Linear Patterns
Vishay Micro-Measurements
 
Document Number: 11321 micro-measurements@vishay.com www.vishaymg.com
Revision: 20-Oct-08 53
General Purpose Strain Gages
Note 1: Products with designations and options shown in bold are not RoHS compliant.
GAGE PATTERN GAGE SERIESSee Note 1 GAGE RESISTANCE (ohms) GAGE LENGTHinches millimeters
031MF EA, SA 120 0.031 0.79
Miniature ten-element strip gage with electrically independent grids. All grids
parallel to long axis of pattern. Grid centerline spacing 0.080 in (2.03 mm). 
Matrix size: 0.94L x 0.19W in. (23.9L x 4.8W mm) 
032SG EA, WA, WK, EP, SA, SK 120 0.032 0.81
Miniature gage with side-tab geometry.
Matrix size: 0.16L x 0.19W in. (4.1L x 4.8W mm) 
045AL EA, SA 350 0.045 1.14
Miniature high-resistance gage.
Matrix size: 0.22L x 0.14W in. (5.6L x 3.6W mm) 
050AH EA, ED, EP, SA, SK, SD 120, 350 0.05 1.27
General-purpose miniature gage.
Matrix size: 0.23L x 0.14W in. (5.8L x 3.6W mm) 
050AR EA, ED, WA, WK, SA, 
SK, SD, WD 120, 350 0.05 1.27
General-purpose miniature gage with large solder tabs.
Matrix size: 0.25L x 0.18W in. (6.4L x 4.6W mm) 
050SB EA, ED, WA, WK, EP, SA, 
SK, SD, WD 120, 350 0.05 1.27
Similar to the 050AH pattern but with solder tabs at side of grid.
Matrix size: 0.19L x 0.19W in. (4.8L x 4.8W mm)
See www.vishay.com/strain-gages for complete specifications.
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 ANALYSE FINE DU MECANISME D’INTERACTION DANS LES STRUCTURES SOUPLES 
ASSEMBLEES PAR COLLAGE 
                
 
Ce document présente une amélioration des approches existantes pour la détermination des 
contraintes qui résultent du mécanisme d'interaction dans les assemblages collés soumis à de 
la flexion ou du flambage. Pour ce faire, une solution analytique a été développée pour 
calculer les contraintes de cisaillement et de pelage au sein de l'adhésif. La méthode est basée 
sur une description précise des équations cinématiques au sein d'un composant renforcé. Les 
effets du second ordre dus à la flexion de l'assemblage sont pris en compte par le biais de la 
courbure. La déformation transverse au sein de l'adhésif due à la différence de courbure des 
adhérents est considérée. Les équations qui gouvernent le mécanisme d'interaction sont 
établies sous la forme d'un système différentiel couplé, dont les inconnues sont la contrainte 
de cisaillement et la contrainte de pelage dans l'adhésif. L'interaction entre les deux 
contraintes est prise en compte lors de la résolution. 
 
MOTS CLES : A. Assemblages collés ; B. Flambage ; C. Formulation analytique ; D. 
Flexion ; E. Contraintes d’interaction 
 
 
 
 
 
 
A CLOSED FORM SOLUTION FOR INTERFACIAL STRESSES IN BONDED SLENDER STRUCTURES  
 
An improved method is presented for the analysis of the shear and peel stresses in adhesively-
bonded joints in structures subjected to bending and buckling. The method is based on a 
precise description of the kinematics equations in a beam cross-section. Second order effects 
due to the slenderness of the member as well as transverse deformation in the adhesive joint 
due to differential curvature between the two adherends are taken into account. Governing 
equations for the interfacial stresses are established in the form of two coupled differential 
equations in terms of the shear and peel stresses in the adhesive joint. This interaction is taken 
into account. A general solution for these two equations is proposed, which yields two fully 
coupled closed form equations for the stresses. These general equations may be adapted to 
any particular configuration by means of appropriate boundary conditions.  
 
KEYWORDS: A. Bonded structures ; B. Buckling ; C. Closed form solution ; D. Bending ; 
E. Interfacial stresses 
